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INTRODUCERE

Prezenta lucrare reprezinta prima parte a unui studiu teoretic privind modelarea matematica
a sistemelor dinamice complexe cu aplicatii Tn contextul pandemiei COVID-19. Partea a doua a
acestui studiu, care va face obiectul unor cercetari viitoare, are ca obiectiv aplicarea rezultatelor
teoretice pentru baze de date reale, atat in cazul Romaniei, cat si al altor tari din Europa. De
asemenea, o analiza comparativa a modelelor prezentate este avuta in vedere.

Evolutia epidemiilor poate fi modelata matematic cu ajutorul sistemelor dinamice, fiind
caracterizata de procese de transmitere si de conditii externe variabile (de exemplu, cauzate de
tratamentul cu medicamente [1, 2]). Modelarea epidemiilor impune luarea in considerare a unor
ipoteze si variabile diferite si multiple, rezultand un model matematic complex si dificil de estimat.

Contactul in epidemii este esential pentru rata de raspandire a infectiilor, prin urmare teoria
retelelor si retelele sunt adesea utilizate. O altd variabila importantd este comportamentul
individual (sub forma numarului tipic de contact) care este incorporat in modele bazate pe agenti.

Modelele matematice sunt instrumente puternice si deosebit de utile pentru conStructia
mecanismelor de intelegere a raspandirii bolilor infectioase, permitdnd prognozarea detaliatd a
fenomenelor epidemiologice, cum ar fi dimensiunea focarelor. Multe dintre modelele
epidemiologice introduse in literatura de specialitate se bazeaza pe ipoteza apriori ca populatia de
agenti patogeni este monomorfd. Evolutia virusului poate fi neglijatd in siguranta in modelare
atunci cind mutatia este relativ rari. In acest caz, potentialul adaptiv al agentului patogen rimane
exceptional de scazut [3].

Pentru un model de epidemie cu contact uman ar trebui incluse urmatoarele ipoteze [4]:

* presupunem ca indivizii au contact cu un numar finit de alti indivizi din populatie n orice
moment, Tn timp ce contactele care pot duce la transmiterea bolilor sunt evenimente scurte si
repetate;

» numarul si frecventa contactelor intre persoane pot fi foarte eterogene;

» numarul si identitatea contactelor unei persoane se schimba pe masura ce timpul trece.

O alta ipoteza utilizatd in studiile epidemiologice este aceea cd indivizii iau
legdtura/contact la o rata identica cu alti indivizi, iar probabilitati de transmitere a bolilor la acele
contacte pe unitate de timp sunt identice [4], aceasta reprezintand o presupunere nerealista, dar
care usureaza calculul matematic. Prin urmare, o Iintelegere mai profunda a mecanismului conduce

la 0 mai buna prognoza.



Cativa factori determinanti ai dinamicii bolilor infectioase sunt dimensiunea populatiei
susceptibile, forta infectiei, procesul infectios, procesul de contact, infectiile anterioare si istoricul
bolilor [5]. Populatia susceptibild a fi afectatd de o noua boald este greu de stabilit la inceputul
raspandirii, insa se pot obtine unele indicii privind dimensiunea populatiei susceptibile. In plus,
evolutia agentilor patogeni care se adapteazd rapid la mediu si la tratamentul pe baza
medicamentelor poate afecta, de asemenea, epidemiile. Rata la care persoanele susceptibile se
infecteaza este o functie care depinde de numarul de persoane infectate in prezent [6].

Boala coronavirus (COVID-19) este cauzata de SARS-COV2 si reprezinta un agent
patogen major care vizeaza in principal sistemul respirator uman. Studiile initiale privind COVID-
19 au ardtat ca persoanele in varsta si persoanele care suferd de diabet si boli cardiace sunt relativ
mai expuse la infectii cu virusul SARS-COV?2. Noi persoane vulnerabile intra in randul populatiei
luate 1n considerare pentru analiza prin nastere, imigratie si pierderea imunitatii.

Forta infectiei este modelata prin distributiile de probabilitate de infectare a persoanelor
susceptibile la un moment dat. Un alt factor important al transmiterii bolilor epidemice este
procesul de infectare. Cu alte cuvinte, un virus poate fi transmis prin contact cu aerul, pielea sau
alt tip de contact. Acest proces este determinat de probabilitatea de infectare prin contact. Procesul
de contact se refera la modul in care au loc, Th mod direct sau indirect, contactele infectioase [5].

Tn literatura de specialitate au fost elaborate numeroase modele pentru prognoza evolutiei
epidemiilor, de la modele simple la modele mai complexe. Printre acestea se numara metodele
mecaniciste (de exemplu, model compartimentar) sau metodele statistice (de exemplu, modelul
seriilor de timp, modelul liniar generalizat, arborele de regresie, clasificare, retele Bayesiene,
analiza supravietuirii). Modelele mecaniciste sunt utile pentru caracterizarea istoriei naturale a
bolii [7], a procesului de transmitere [8] si a modelelor de transmitere [9, 10].

Un instrument deosebit de util pentru prognoza este modelul liniar dinamic (DLM) [11],
fiind o metoda Bayesiana, in care se presupune cd parametrii au repartitii apriori. Modelarea
incertitudinii fenomenului se realizeaza utilizand distributii de probabilitate in abordare Bayesiana.

Alte metode sunt metoda Monte Carlo secventiala (SMC) si metoda aproximativa
Bayesiana (ABC) [12, 13] utilizate in reconstruirea focarelor [14], caracterizarea factorilor de risc
pentru transmitere a bolilor [15] si cuantificarea impactului interventiilor [16], integrarea
modelelor fitodinamice si epidemiologice ale diversilor agenti patogeni [17]. Un model SEIR
mecanist impreuna cu o retea spatiala de 107 noduri au fost utilizate pentru modelarea epidemiei
COVID-19 din Italia [18].



1. MODELE EPIDEMIOLOGICE

Preocupdrile pentru elaborarea unor modele matematice care sa descrie evolutia n timp a bolilor
virale sau infectioase dateaza de cel putin cateva sute de ani. Primul model, care descrie evolutia
variolei, a fost obtinut in 1760 de D. Bernoulli [19]. Un prim pas important in obtinerea unui model
dinamic a fost facut Th 1911 de catre doctorul R. Ross [25], lauret al Premiului Nobel pentru
medicina in 1902 pentru contributiile sale la studiul si intelegera malariei, care a avut curajul sa
formalizeze descoperirile sale si din punct de vedere matematic. Mai sunt apoi modele empirice,
facute prin colectarea informatiilor despre epidemii care au avut loc de-a lungul timpului Tn diverse
zone. Modelul matematic cel mai vechi si totodata cel mai utilizat a fost obtinut de catre W.O.
Kermack si A.G. McKendrick [23] in 1927 si, de atunci, nu a incetat sa-si dovedeasca utilitatea.
O prezentare foarte cuprinzatoare si pertinentd a modelelor matematice din epidemiologie este cea
a lui H.W. Hethcote [22].

In principal exista dou tipuri de modele matematice care sunt utilizate Tn epidemiologie:
modelele dinamice si cele statice. Aceste doua tipuri de modele se afla intr-o relatie simbiotica:
modelele matematice dinamice stau la baza diverselor abordari stiintifice ale bolilor transmisibile,
iar cele statistice fac legatura cu situatiile reale. Gradul ridicat de generalitate al modelelor
matematice face ca acestea sa fie aplicabile nu numai epidemiilor umane, ci si celor din lumea
animald, Tn ecosisteme. Dar, desi aceste modele par foarte simple, din punct de vedere matematic
ele pun niste probleme care nu au intotdeauna o solutie simpld, sau chiar sunt probleme care inca
nu au un raspuns satisfacator. Modelul SIR, care sta la baza tuturor modelelor epidemiologice
recente este un sistem dinamic clasic (a se vedea M. Hirsh, S. Smale, R.L. Devaney [5]), dar
importanta lui transcende cu mult aspectul didactic-clasic. Evolutiile din ultimele luni ale
propagdrii pandemiei provocate de virusul COVID-19 pot fi studiate, in buna masura, cu ajutorul
modelelor matematice epidemiologice de tip SIR.

La jumatatea lunii martie 2020 a fost publicat primul raport al ,,Imperial College COVID-19
Response Team” [20] care, pe baza prezentarii unei analize obtinutd cu ajutorul modelelor
cunoscute, a prezis cel putin cateva sute de mii de victime numai in Marea Britanie, in caz ca nu
se iau masuri de distantare sociala si in lipsa unor instrumente farmaceutice de tip medicamente
antivirale sau vaccinuri.

In epidemiologie se utilizeaza frecvent modele dinamice pentru evolutia bolilor contagioase,

numite modele cu compartimente. Se considera o populatie (o localitate, o aglomerare de localitati,
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un judet, o tara, etc.) stabila cu N locuitori (se ignora nasterile, decesele si migrarile), relativ
omogena, in care interactiunile dintre locuitori au loc in mod continuu. Aceastd populatie se
Tmparte in compartimente notate cu M, E, S, I, R, cu urmatoarele definitii:

M este numarul bebelusilor care au imunitate pasiva, mostenitd in mod natural de la mama, dar
care dureaza un numar limitat de luni.

S este numarul de indivizi care sunt susceptibili de a fi infectati, care nu au imunitate.

E este numarul indivizilor care sunt in perioada lantentd de infectare dar care inca nu sunt
contagiosi.

| este numarul indivizilor care sunt infectati si care sunt contagiosi, adica ii pot infecta pe oricare
dintre indivizii din compartimentul S cu care intra in contact.

R este numarul indivizilor care au fost infectati dar care, fie s-au vindecat capatand imunitate si
deci nu mai sunt contagiosi, fie au decedat.

Transferul dintre compartimente poate avea loc doar in urmatoarele moduri:

- din compartimentul M se poate trece doar Tn compartimentul S dupa un interval de timp relativ
constant;

- din compartimentul S se poate trece doar in compartimentul E pentru un interval de timp relativ
constant;

- din compartimentul E se poate trece doar in compartimenul | al celor infectati si contagiosi;

- din compartimenul | se poate trece doar in compartimentul R fie prin vindecare si capatarea unei
imunitati naturale fie prin deces.

M>S->E->1>R

Modelul cu compartimente descris se numeste MSEIR si este unul dintre cele mai complexe tipuri
de model epidemiologic.

W.0. Kermack si A.G. McKendrick (1927) au publicat rezultatele obtinute pe un model dinamic
simplificat SIR cu doar trei compartimente, S, 1, si R, numit si modelul clasic pentru epidemie, Tn
care au loc doar urmatoarele transferuri:

- din compartimentul S se poate trece doar Tn compartimentul I;

- din compartimentul | se poate trece doar in compartimentul R.

S=>1->R



Modelul dinamic SIR se obtine considerand mai departe urmatoarele presupuneri:

- sistemul dinamic evolueaza in timp continuu iar functiile S, I, si R sunt functii de timp S(t),
I(t), R(t) netede, in limbaj matematic avand seminificatia ca sunt diferentiabile de orice ordin
(indefinit diferentiabile) pe intervalul de timp [0, ).

- este inclus in model un parametru care controleaza transferul intre compartimentele S si I, cu
semnificatia ca reprezintd numarul mediu de contacte suficient pentru infectare, pe unitatea de
timp;

- este inclus Tn model rata de transfer intre compartimentul | si compartimentul R, care cuprinde
atat rata de vindecare cat si rata de deces, fara a face diferentiere intre acestea doud, cu semnificatia
ca 1/rata este intervalul de timp in care un individ ramane infectat.

Din prespunerea ca numarul de indivizi rimane constant rezulta ca S(t)+I(t)+R(t)=N la orice
moment t. Modelul clasic SIR este, din punct de vedere matematic, un sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul I , cu datele initiale $(0)=So, 1(0)=io, r(0)=ro, care descriu sistemul la momentul de
pornire, caz in care vorbim despre 0 problemd cu valori initiale (PVI). n literatura de specialitate
exista multe forme ale acestui model clasic, bazate pe datele reale colectate in cazul unei epidemii
trecute (nu se pot modela parametrii sistemului dinamic in timpul desfasurarii unei epidemii ci
numai dupa ce aceasta a luat sfarsit si sunt colectate toate datele disponibile). Desi aparent simplu,
sistemul SIR este neliniar si nu se cunosc forme explicite analitice ale solutiilor sistemului, desi
sunt cunoscute forme parametrice, solutii prin serii de puteri, s.a., (T. Harko, F.S.N. Lobo, M.K.
Mak [21]). Evolutia sistemului dinamic SIR, deci aspectul calitativ, este diferita in functie de asa
numitul numar de reproducere r (ro). Numarul de reproducere este important fiindca ne arata cum
va evolua raspandirea bolii din punct de vedere epidemiologic: conform unui rezultat arhicunoscut
de analiza matematica care spune ca semnul derivatei unei functii controleaza caracterul monoton
(crestere/descrestere) al functiei, iar semnul derivatei functiei i(t) se poate observa din a doua
ecuatie a sistemului SIR.

Un sistem dinamic se spune ca are o bifurcatie dacd la o schimbare micd a unui anumit parametru
(parametrul de bifurcatie) are loc o schimbare a sistemului esentiala din punct de vedere calitativ.
In cazul sistemului dinamic SIR, parametrul de bifurcatie este numirul de reproducere r iar
bifurcatia are loc pentru r aproape de valoarea 1, in sensul urmator:

- daca r>1 atunci functia i(t), care descrie numarul de indivizi infectati, creste pana la o valoare

maxima dupa care incepe sd scada si spunem ca are loc o epidemie.



- dacd r<1 atunci functia i(t) descreste de la valoarea initiala i(0) pana la valori apropiate de zero
si Tn acest caz nu are loc o epidemie.

In absenta unei solutii explicite si pentru a avea o perspectiva asupra a ce se poate spune din punct
de vedere calitativ despre modelul SIR, de obicei se face o discretizare de tip Euler, care inseamna
ca facem o esantionare a intervalului de timp [0, T] in intervale de timp de lungimi egale DT, iar
in loc de functii avem siruri (sn), (in), (rn), cu date initiale $(0)=s0, i(0)=i0, r(0)=r0. Se obtine in
acest fel un sistem de relatii de recurentd, numit sistem cu diferente, in loc de sistem de ecuatii
diferentiale.

Avantajul sistemului cu diferente este ca putem avea foarte rapid solutii numerice, simulari,
comparari cu date reale, etc.

Modelul dinamic SIR ne ofera posibilitatea sa intelegem cam ce anume se poate intdmpla cu
evolutia unei epidemii si cam la ce anume sa ne asteptam. Numarul de reproducere r ne spune daca
avem o epidemie sau nu si avem doi parametri ai modelului cu care se poate lucra pentru limitarea
epidemiei. Unul dintre parametri tine de organizare sociald si institutii publice iar celalalt tine de
aspecte medicale. In absenta remediilor medicale de tip medicamente antivirale si vaccinuri ne
ramane doar sd incercdm sd micsoram parametrul “social” prin masurile care se iau in timpul
epidemiei. In realitate, cei doi parametri nu sunt constanti ci variaza in timp, insa aspectul general

al raspandirii epidemiei se poate obtine chiar si in acest caz utilizand discretizarea modelului SIR.



2. MODELE LINIARE DINAMICE

Modelele dinamice sunt utilizate pentru modelarea evolutiei agentului patogen [26], a
interactiunilor imunologice complexe [27] si a eterogenitatii gazdei [28]. Un model dinamic
incorporeazd in mod explicit mecanisme epidemiologice cunoscute sau ipotetice pentru
prognozarea evolutiei epidemiologice a bolilor patologice in diferite scenarii.

Modelele de prognoza pot fi clasificate in patru grupe: modele mecaniciste, modele bazate pe
agenti, modele de invatare artificiala si modele dinamice [29].

Modelele mecaniciste sunt reprezentate de ecuatii diferentiabile ce descriu mecanismul de
transmitere a bolilor. Un exemplu de model mecaniscist este modelul compartimentar care imparte
populatia in compartimente sau subpopulatii, si descrie mathematic modul in care indivizii din
populatiei trec de la un compartiment la altul [30]. Subpopulatiile se obtin pe baza statutului bolilor,
varstei, factorului de risc, si nu numai. Unele modele mecaniciste sunt SIR si SEIR, unde S
reprezintd populatia susceptibild, E pentru populatia infectatd, dar nu infectioasa, I pentru populatia
infectioasa si R pentru populatia recuperatda sau vindecata [29]. Adesea, modelul SIR este
generalizat in modelul SEIR, prin adaugarea unei etape sau a unui compartiment aditional al
populatiei expuse (E), adica populatia formata din indivizii care au fost infectati, dar nu sunt inca
contagiosi [31].

Modelele bazate pe agenti (ABM) simuleaza o populatie care imitd o populatie reald utilizand date
reale, de exemplu, obtinute prin sondaj. Pe baza acestor date, raspandirea bolii este simulatd
obtinandu-se o aproximatie a modului de transmiterea a bolii intr-o populatie reala [32, 33, 34],
ludnd in considerare comportamentul indivizilor.

Modelele de invatare artificiala sunt modele care invatd tipare in bolile transmisibile utilizand
aceste tipare obtinute pentru prognoza. Aceste modele adesea nu se bazeaza pe un model mecanist
al bolii [35, 36].

Modelele dinamice au avantajul de a combina un model mecanist intr-un context probabilistic
datorita careia aceste modele sunt unele dintre cele mai populare modele de prognoza a bolilor

epidemice [37, 38].



3. MODELE DE EVALUARE BAZATE PE DATE PENTRU
EPIDEMIA COVID-19

In ultimele decenii, modelele matematice de transmitere a bolilor au fost utile pentru a obtine
informatii despre dinamica de transmitere a bolilor infectioase si rolul potential al diferitelor
strategii de interventie. Utilizarea modelelor de transmitere a bolilor pentru a genera prognoze
epidemice pe termen scurt si pe termen lung a crescut odatd cu cresterea numarului de focare de
boli infectioase emergente si re-emergente in ultimele decenii. Acest lucru a evidentiat necesitatea
de a examina ipotezele care stau la baza modelelor de raspandire si de control al bolii, precum si
de a intelege modul in care aceste ipoteze afecteaza estimarile parametrilor epidemiologici cheie
si previziunile epidemiei asociate. Pentru a genera prognoze epidemice utile pentru luarea
deciziilor in materie de sandtate publica, este necesar sa se proiecteze modele fiabile care sa
surprinda caracteristicile de transmitere de baza pentru agenti patogeni si contexte sociale specifice.
Cercetari recente au reinnoit interesul pentru identificarea semnaturii caracteristicilor modelelor
de crestere a epidemiilor, in special la primele generatii ale bolii, ceea ce ar putea contribui la
imbunatatirea intelegerii dinamicii de transmitere a bolilor infectioase si a informa proiectarea
modelelor de raspandire a bolii. Ingredientele importante ale modelului includ structuri ale
populatiei realiste si retelele de contact asociate, configuratii de eterogencitate adecvate n
sensibilitate si infectiozitate, precum si posibilitatea modificarilor de comportament reactiv
timpuriu care altereaza rata de transmisie. In acest material oferim o trecere in revista a abordarilor
majore de modelare matematica care sunt utile pentru a surprinde profilurile de crestere epidemice
timpurii.

Departe de a completa, vom prezenta opt functii empirice cu formule explicite - functii liniare,
patratice, cubice, exponentiale, functiile lui Hill's, Logistic, Gompertz si Richards [26], patru
metode de inferenta statisticd - crestere exponentiald, probabilitate maxima, numar secvential de
reproducere Bayesian si dependent de timp [27, 28], precum si cinci modele ODE - SIR, SEIR,
SEIR-QD [29], SEIR-AHQ [30] si SEIR-travel.



3.1.  Modele simple

Ne-am propus sa investigdm mai ntai cateva modele dinamice simple.
Modelul liniar este descris de ecuatia:

C(t) =at+ag (1)
Modelul cuadratic este descris de ecuatia:

C(t) = ayt? + a,t + a, (2)
Modelul cubic este descris de ecuatia:
C(t) = ast3 + ayt? + a .t + a, €))

Modelul exponential este descris de ecuatia:

C(t) = Ke” 4)

Modelul de crestere logistica cu trei parametri este descris de ecuatia:
K

C®) === ()
Modelul Hill’s este descris de ecuatia:

C(t) =

a;—ayz
1+(2)’
Modelul Gompertz este descris de ecuatia:

C(t) = Ke t=9 (7

Modelul Richards este descris de ecuatia:

+a, (6)

K
[1+ae—a;f(t—r)]1/a (8)

C(t) =

Dintre acestea trei modele: modelul de crestere logistica cu trei parametri [40], modelul
de crestere Gompertz [41] si modelul Richards [42], sunt utilizate pe scara larga pentru a studia
procesele de crestere cumulate in forma de S, de ex. curbe epidemice [34,35,37,38,39,42]. Vom
nota numarul cumulativ real (sau teoretic) de cazuri in functie de timp (sau zi) t de C(t) si, de
asemenea, C(t) reprezinta dimensiunea epidemiei instantanee la momentul t.

Tn cazul modelelor (5), (7), (8), K reprezinti numarul maxim de cazuri cumulate sau
dimensiunea finald a epidemiei cu un val unic corespunzator unui focar, y este rata de crestere
intrinsecd pe cap de locuitor a populatiei infectate, iar t este punctul unic de inflexiune
corespunzator timpului. Pentru modelul Richards din (8), termenul a reprezinta exponentul abaterii
standard al curbei epidemice cumulative in forma de S pentru C(t). In cazul special a = 1, modelul
Richards (8) devine modelul logistic (5). Spre deosebire de modelul logistic din (5), modelul

Richards nu mai este simetric fata de punctul de inflexiune (1) cand o 1.
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Punctul de inflexiune, 1, este definit ca punctul de timp in care apare semnul modificarii vitezei de
acumulare a cazurilor, adica schimbarea de la crestere la descrestere sau invers. Prin urmare, 1 este
momentul in care traiectoria data de incidenta zilnica (sau saptdmanald) incepe sa scadd, ceea ce
inseamna ca rata de crestere extrinsecd atinge valoarea maxima. Punctul de inflexiune indicd, de
asemenea, inceputul unei faze epidemice care trece de la acceleratie la decelerare. Parametrii
modelului K, y si T au o importanta epidemiologica. Acesti parametri pot fi estimati prin adaptarea
modelelor de crestere la datele epidemice ale focarului. Se poate adoptata o abordare standard
neliniara a metodei celor mai mici patrate (NLS) pentru construirea modelului si estimarea
parametrilor.

Numarul de reproducere, R, este numarul mediu de cazuri infectioase secundare produse de un caz
infectat in timpul unui focar de boala [33,36,43]. Cand o populatie este total susceptibila (adica
100%), R devine numarul de reproducere initial, Ro [32,44]. Atunci cand o boala ajunge pentru
prima data intr-un loc (sau regiune), R estimat poate fi tratata ca Ro. In urma studiilor anterioare
[31,33,43,45], numarul de reproducere (R) poate fi dat de (9).

_ 1 _ 1
T M=) [ e Rn(k)dk

)

In cadrul acestui model, y reprezinti rata de crestere intrinsecd pe cap de locuitor din modelul de
crestere din ecuatiile (1-3), iar « este intervalul serial al infectiei. Functia h (-) reprezinta distributia
de probabilitate a intervalului serial, k. Prin urmare, functia M (*) este transforma Laplace pentru
h (-), M (¢) fiind cunoscuta de catre statisticieni drept functia de generare a momentului (MGF)
pentru o distributie de probabilitate.

In continuare vom descrie modelele SEIR si generalizari ale acestora, precum si metodele
de estimare a probabilititii maxime utilizate pentru calcularea numarului de reproducere de baza

pentru COVID-19 pentru modelul classic SEIR.

3.2. Modele SEIR

3.2.1. Descrierea modelului

Presupunem ca timpul este masurat in zile, notat t si definim numarul de cazuri incidente la
momentul t ca dI.. Vom folosi indicele t pentru a nota timpul, unde notarea pentru timp trebuie
rezervata ca limitd superioara a unei sume. Punctul final al unei serii de timp va finotat T'. Folosind

aceasta formalizare, scriem numarul de cazuri cumulate la momentul t ca
11



Pentru majoritatea modelelor noastre de aici, presupunem, de asemenea, ca existd un numar initial
de cazuri la momentul respectiv t = 0, notat Io. Vom defini, de asemenea, numarul de cazuri recent
recuperate la momentul ¢, dR; si numarul total de cazuri recuperate la momentul t ca Rt. Populatia
susceptibila la momentul t este scrisa in mod similar St si populatia totald N¢ = St + It + Rr. In
modelul SEIR, introducem si numarul de persoane infectate asimptomatice (persoane ,,expuse’)
ca Et in urma unei notari similare.
Se presupune ca boala are un timp de generare notat w, care este timpul dintre infectia intr-un caz
primar si prima infectie Tntr-un caz secundar. In cazul in care se presupune ci acesta variaza la
fiecare punct de timp, se noteaza wr si unde se presupune ca este o functie de timp, se scrie w(t).
Tn acest caz, timpul poate scris ca indice, pentru a permite calcularea diferentelor de timp sau a
intervalelor de timp, astfel incét, de exemplu, un timp de generare constant inmultit cu o perioada
de timp intre doua puncte de timp arbitrare poate fi notat w(tk — ti)).
Pentru modelele SEIR existd mai multi parametri cheie, definiti dupa cum urmeaza:

* B, forta infectiei

* K, rata la care persoanele expuse (asimptomatice) devin simptomatice

* v, rata la care persoanele infectate se recupereaza

* u, rata de deces. datorita bolii
Numarul initial de reproducere este notat ca Ro si acesta se poate schimba in functie de timp t fiind
notat Ry; iar ca functie continua se scrie R(t). In cazul in care este folosit intr-o suma arbitrara (de

exemplu, atunci cand insumam rezultatele diferitelor modele la momentul i) se scrie ca R;.

3.2.2. Metode de estimare a modelor SEIR

VVom prezenta patru metode separate pentru estimarea lui Ro.

Modelul de crestere exponentiala

Modelul de crestere exponentiala [46] presupune ca epidemia suferd o crestere exponentiala in
primele etape ale epidemiei, inainte ca efectele dinamice ale imunitatii populatiei sd Tnceapa sa

aiba efect. Schema de crestere exponentiala este definitd de o rata de crestere r, care poate fi

12



estimata prin regresie log-liniara in etapa anterioara a epidemiei. Alegerea lungimii seriei de studiat
se face prin metode statistice si pe baza datelor se genereaza distributia timpului de generare.

Apoi, estimam numarul de reproducere de baza ca

R - 1
° T M(-7)

unde M este momentul functiei de generare pentru distributia timpului de generare.

Modelul de estimare prin verosimilitatea maxima

Aceastd metodd estimeaza numarul de reproducere initial ufolosind metoda de estimare a
verosimilitatii maxime bazata pe presupunerea ca numarul de cazuri generate dintr-un singur caz
este distribuit Poisson si depinde de numarul de reproducere initial [47]. Aceasta metoda foloseste
numarul de cazuri incidente la fiecare moment, si construieste o probabilitate in functie de numarul

de reproducere initial,

ull‘l al;
IL(Ry) = Z log< i )

Aici se presupune ca rata la cel de-al doilea moment depinde de numarul de reproducere initial ca

t
He = Ro Z ale_iw;
i=1

Aceastd metoda necesita, de asemenea, ca perioada in care se produce o crestere exponentiald sa
fie identificatd din date folosind instrumente statistice. Aceasta perioada defineste timpul maxim

T pentru care este calculata probabilitatea. Probabilitatea poate fi maximizata pentru a gasi Ro.

Metoda secventierii bayesiene

Aceastd metoda presupune ca distributia posterioard a numarului de reproducere initial, Ro, poate
fi calculatd pe baza probabilitatii observarii a noi cazuri incidente la momentul ¢ si a unei
probabilitati non-informative pentru Ro [48]. O distributie posterioara a probabilitatii pentru Ro
este definita ca fiind

P(dl;+1|Ry, dly, ..., d1)P(Ro|dly, ..., dl,)
P(dly, ..., dl,)

P(Roldlo, ""d1t+1) =

Aici
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e P(dl;4+1|Ry, dly, ..., dI}) este probabilitatea observarii cazurilor incidente la momentul ¢t

+ 1, avand n vedere valoarea Ro si a observatiilor anterioare ale cazurilor incidente,

* P(Ry|dIy, ..., dl;) este o distributie apriori a numarului de reproducere initial

* P(dl,, ..., dl;) este probabilitatea totald a observarii cazurilor incidente.
Acesta este un mecanism clasic de actualizare bayesian, in care probalilitatea pentru pasul
(mometul) t este distributia posterioara de la pasul t-1. Pentru a face acest model utilizabil, se
presupune ca incidenta la momentul t are o distributie Poisson cu media

w = dI(t — 1)e/Ro~1)

Acest model presupune si o perioada de crestere exponentiala.

Numere de reproducere dependente de timp

Aceasta metoda presupune o insumare a numerelor de reproducere estimate secvential Rt [49]. Ea
necesita calcularea probabilitatilor oricarui caz dat cauzat de orice alt caz anterior, prin definirea
pij, probabilitatea ca cazul i sa fie infectat de caz j astfel

B al;(t; — t;)

ki dlw(t; — ty)

Din aceasta, un numar de reproducere efectiv Rj poate fi calculat prin Tnsumarea tuturor acestor

Dij

probabilitati,

1
R; = zpij
i

si nr de reproducere de baza va fi estimat prin media tuturor numerelor de reproducere efective pe
0 multime particulara de valori pentru timp,
1
R; = d_lt Z R;
tj=t
Acest model presupune ca numarul de reproducere initial poate fi aproximat cu media numarului

de reproducere efectiv in timpul epidemiei.
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3.3. Modelul matematic SIR

O descriere matematica simpla a procesului raspandirii unei boli la o populatie este asa-numitul
model SIR, care imparte populatia (fixd) de N persoane in trei ,,compartimente” care pot varia in
functie de timp, t:

* S; reprezintd numarul de persoane susceptibile, dar inca nu sunt infectate cu boala;

* [; este numarul de persoane infectate;

* SR, sunt acei indivizi care s-au recuperat de boala si au acum imunitate la ea.
Modelul SIR descrie schimbarea populatiei in fiecare dintre aceste compartimente cu ajutorul a
doi parametri, 3 si .
p descrie rata de contact efectiva a bolii: un individ infectat intra in contact cu BN alti indivizi pe
unitatea de timp (din care fractia care este susceptibila de a contracta boala este S/N) iar y este rata
medie de recuperare: adica 1/y este perioada medie de timp in care un individ infectat poate
transmite boala.
Ecuatiile diferentiale care descriu acest model au fost pentru prima data derivate de Kermack si

McKendrick [50]:

dS; _ Sel;

dt N
dl; Sel;
R =L_y
dt B N Ne
dR; o

dt - yt

3.4.  Modelul matematic SEIR (model epidemic cu coeficienti care depind de timp)

Prezentam un model SEIR (Susceptible-Exposed-Infected-Removed) ca ghid in aceasta lucrare,
desi metodologia poate fi aplicata si la alte sisteme dinamice. Modelul este prezentat in continuare;
S prezinta indivizii susceptibili, E pentru indivizii infectati, dar nu infectioasi, | pentru infectiosi
si R pentru indivizii indepartati (scosi din calcul).

Infectiile noi apar la o rata BSi(l/N), ceea ce implica faptul ca indivizii susceptibili realizeaza
contacte efective cu o rata 3 (rata de contact efectiva) si doar o fractiune din aceste contacte sunt
realizate cu indivizi infectiosi. Timpul mediu petrecuti in compartimentele E si I este dat de k™ si,

respectiv, y*.
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ds, I,

a - Py

dE, I,

ar Py Tk
dl,

d_t = KE; — ¥,
dRe _

dt Nt

Numarul de reproducere initial, Ro, reprezintd numarul de infectii secundare de la un individ
infectat initial intr-o populatic complet susceptibila. O cantitate relativa este numarul de
reproducere efectiv, Ry, care se refera la numarul de cazuri secundare derivate la un individ infectat
lamomentul t. Rt este o cantitate dependenta de context, de mare interes pentru factorii de decizie,

deoarece indica posibilitatea cresterii epidemiei (Rt > 1) sau a scaderii (R < 1)
Modelul matematic SEIR programabil (implementarea programului)

S-a folosit un model SEIR standard pentru descrierea epidemiei si s-a estimat forta de infectie
folosind metoda estimarii prin verosimilitatea maxima. Cu ajutorul acesteia si din ceilalti parametri
asumati s-a folosit expresia standard pentru numarul de reproducere initial al modelui SEIR pentru
a calcula Ro. Pentru estimarea distributiei posterioara s-a folosit simularea Monte Carlo

Metropolis-Hastings. Detaliile sunt prezentate mai jos.

Ecuatiile modelui programat
Au fost folosite ecuatiile modelului standard SEIR si s-a inclus raportul %in forta de infectie 8

astfel Tncat acesta sa nu mai fie inclus explicit in ecuatii. Acest lucru s-a facut deoarece in perioada
de crestere a infectiei numarul de persoane sensibile a fost aproape egal cu cel al populatiei, deci
raportul a fost aproximativ unitar si deoarece S=N intrd in ecuatii direct, valoarea lui S va fi
aproximativ 107 (pentru Wuhan) la 10 (pentru China), ceea ce va face ca estimarea probabilititii
sa fie extrem de sensibila. Cu acest raport inclus in forta de infectie, ne asteptam sa estimam valori
de B de ordinul a aproximativ 1071, care este tratabil in majoritatea rutinelor de optimizare.

Ecuatiile modelului sunt:

ds

at - H
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dE
— =Bl —kE — ul

dt

dl

= KE—y -l
dR
ax

Mortalitatea de fond a fost presupusa a fi neglijabila in raport cu alti parametri si cu mortalitatea
datorata bolii. Sub aceasta formulare, expresia pentru numarul de reproducere initial, derivat din
matricea generatiei urmatoare, [51] este

Bk

S+

Am fixat valorile celorlalti parametri si am obtinut o estimare pentru 8 folosind metoda de estimare

Ro

a verosimilitatii maxime.

Trebuie remarcat faptul ca un model mai complex de COVID-19 ar putea utiliza un compartiment
separat pentru izolare, astfel incat fluxul din compartimentul infectat sa fie Tmpartit intre un
compartiment de izolare si unul de neizolare. Nu s-a folosit acest model mai complex, deoarece
dinamica recuperarii nu este bine inteleasd pentru COVID-19 si este foarte probabil ca timpul de
izolare sa fie mult mai scurt decat timpul de recuperare. Prin urmare, presupunem ca toate cazurile
sunt izolate pentru un timp mediu de 7 zile, ceea ce poate parea nerezonabil, dar este o consecinta
implicitd a utilizarii doar a cazurilor confirmate in modelarea bolii. in contextul epidemiei din
China dupa 10 ianuarie, consideram ca este rezonabil sa presupunem ca toate cazurile confirmate
sunt carantinate imediat si, probabil, in termen de 7 zile de la debutul simptomelor. Desi estimarea
lui Ro depinde in mod extrem de mare de aceasta presupunere, metoda de estimare a vorosimilitatii
maxime folosita va estima pur si simplu o valoare diferita pentru f daca schimbam aceasta ipoteza
recuperarii, iar valoarea lui Ro care rezultd din model nu va fi, prin urmare, semnificativ diferita,

cu conditia ca presupunerea noastrd cu privire la timpul de izolare sa nu fie extrem de gresita.

Estimare prin metoda verosimilititii maxime

S-a implementat un algoritm de cautare pentru obtinerea unei estimatii punctuald pentru £, apoi s-
a folosit algoritmul Metropolis-Hastings pentru a se obtine o distributie posterioara din care am
obtinut intervale de tip inter-quartile.

Verosimilitatea pentru acest model este
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t
UGB, Ty o 1) = ) (=t = In(l) + Iy In(up)
i=1

unde este i este numarul estimat al infectarilor momentul 1, astfel incat log din verosimilitate este
in esentd masurarea abaterii dintre numarul observat si numarul estimat de infectii totale (nu de
infectii incidente).

Procedura de cautare pentru a gasi valoarea optima a lui £ a fost o simpla cautare unidimensionala.
Am Tmpartit intervalul de valori posibile ale Iui Ro€ [1,7] in 5000 de intervale, derivate din
valoarea £ la fiecare interval folosind formula SEIR si am calculat log din verosimilitate pentru
fiecare dintre cele 5000 de valori. VValoarea optima a lui 8 a fost acea valoare pentru care logaritmul

negativ din verosimilitate a fost maximizat, cu Ro corespunzator calculat din formula SEIR.

Algoritmul Metropolis-Hastings este un algoritm standard, [52] implementat dupa cum urmeaza,

pentru o valoare data de Bstart:

1. Calcula‘gi BneW: Bstart + Z, unde z~N (0,02)

2. Utilizand formula pentru probabilitatea, se calculeaza ll,4:;, = —llll((‘;“a“))
new

3. Obtineti un numar aleatoriu 6 ~ U (0,1)
4. Daca 0 <llratio, atunci actualizati valoarea lui Sstart CU Brew
5. Daca 6> llratio, pastrati Sstart
6. Repeta
Initial in algoritm By.qr¢ = B, verosimilitatea maxima estimata. La pasul 1 am modificat usor
starea, astfel Tncat
Brew= max(Bstart + z, 0.05).
pentru a ne asigura ca forta de infectie poate fi negativa.
La fiecare iteratie, valoarea finald a Iui f a fost salvatd pentru a genera o distributie a fortei de

infectie. Acestea au fost apoi transformate intr-o distributie de Ro folosind formula SEIR.

Calcularea mediilor ponderate

Au fost combinate rezultatele celor cinci estimari ale numarului de reproducere initial folosind o
medie ponderata, cu ponderile definite pe baza concordantei pentru fiecare model a punctelor de
date observate in perioada de timp definita. Pentru aceasta ponderare s-a folosit functia de pierdere

(Loss) Poisson [53], care este definita ca
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T
L= Z(Ht — It In(pe))

unde pt este numarul de infectii la momentul estimat de model. Au fost divizate toate ponderile la
suma ponderilor si s-a calculat media ponderata folosind formula standard pentru o medie calculata

peste ponderile wi,

unde indicele i reprezinta numarul modelului, Rj este valoarea estimata a numarului de reproducere
initial pentru modelul i, iar wi este ponderea modelului i, adica functia de pierdere Poisson #
standardizata prin suma tuturor functiilor de pierdere.

Pentru a obtine un interval de Incredere pentru numarul mediu ponderat de reproducere initial Ro
este necesara o eroare standard ponderatd. Aceasta pare fi o problema simpla, cu exceptia faptului
ca estimarea numarului de reproducere initial din modelul SEIR nu are asociata nicio eroare
standard, deoarece incertitudinea sa a fost estimata folosind algoritmul Metropolis-Hastings.
Abaterea standard a acestei distributii poate fi redusa in mod arbitrar, marind numarul de iteratii
ale algoritmului, deci nu poate oferi, in mod semnificativ, o masurd a incertitudinii. In schimb, se
poate calcula eroarea standard ponderata pentru cele patru estimari care au avut erori standard,
apoi le-am incarcat (marit) cu masura dimensiunii relativa pentru functia de pierdere Poisson a
modelului SEIR. Daca primele patru modele sunt indexate de la 1 la 4, iar functiile lor de pierdere

sunt notate %', cu ponderi corespunzatoare

4

Li
W =S
i=1Li
si functiile de pierdere pentru toate cele cinci modele sunt indexate de la 1 1a 5 si notat %, atunci

putem calcula o eroare standard ponderata marita ca

unde este s? este eroarea standard a modelului i cu i€ (1, ..., 4).
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3.5. Modelul SEIR generalizat (SEIR-QD)

Susceptible (S) Exposed (E)

oo S

Infective (I)

ls

Quarantined (Q)

A(t)‘/ \K(t)

Recovered (R) Death (D)

Insusceptible (P)

Figura 1. Modelul epidemic SEIR-QD pentru COVID-19. Partea evidentiata aratia modelul
SEIR clasic

ds(t) S)I(t)

e - P

dE(t) S()I(t)
a P

di(e)
TR yE(t) — ol(t)

= ol(t) — ADQ(E) — k(D)Q (D)
dR(t)

dt
dp(t)
= = k(HQ®

dP(t)
T aS(t)

Pentru o noua caracterizare a epidemiei de COVID-19 se generalizeaza modelul SEIR clasic [54-
60] prin introducerea a sapte stari diferite, adica {S(t), P(t), E(t), I(t), Q(t), R(t), D(t)} care

reprezinta, la momentul de timp t, numarul cazurilor susceptibile, al cazurilor insusceptibile, al

—aS(t)

— JE(t)

dQ(®)
dt

= A0)Q(0)

cazurilor expuse (infectate, dar incd nu sunt infectioase, intr-o perioada latentd), al cazuri
infectioase (cu capacitate infectioasa si care nu sunt inca in carantind), al cazurilor in carantina
(confirmate si infectate), al cazurilor recuperate si al cazurilor inchise (sau deces). Adaugarea

unei noi stari de carantind este determinatd de date, care impreund cu starea de recuperare
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inlocuiesc starea R initiala din modelul SEIR clasic. Relatiile lor sunt date in Fig. 1 si caracterizate
printr-un grup de ecuatii diferentiale obisnuite (sau ecuatii de diferente daca ludm in considerare
un timp discret, vezi Sl).

ConstantaN=S+P + E + 1+ Q + R + D reprezinta totalul populatiei dintr-o anumita regiune.
Coeficientii {a, p, y-1, 6-1, A (t), k (t)} reprezinta rata de protectie, rata de infectare, timpul mediu
latent, timpul mediu de carantina, rata de vindecare si rata mortalitatii. Pentru a tine cont de
imbundtdtirea sdnatatii publice, cum ar fi promovarea purtdrii mastilor pe fatd, o urmarire mai
eficientd a contactelor i o blocare mai strictd a comunitatilor, vom presupunem cd populatia
susceptibild scade In mod constant si, prin urmare, introducem o rata de protectie pozitiva o in
model. In acest caz, numirul de reproducere initial devine BRN =B * &' = (1 - a)", unde T este
numarul de zile.

Se poate mentiona aici ca presupunem ca rata de vindecare A si rata mortalitatii k sunt ambele

dependente de timp.
3.6. Modelul SEIR generalizat (SEIR-AHQ)

In aceastd sectiune propunem un model compartimental ,Susceptible-Exposed-Infectious-
Recovered” (SEIR) bazat pe progresia clinicd a bolii, starea epidemiologica a indivizilor si
masurile de interventie (Figura 2).

"""" \
:( Media, Contact | 7 "‘ ~.
1

tracing 1 - ~

________ - // \\
------ - < - 4
-~ -~
~ =~ —~ A
4-—\'* ~ \\*-. /( \ I
IQII | \\ ~a I ,I \A\ |
e | | ~ \?v\
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Figura 2. Modelul epidemic SEIR-AHQ pentru COVID-19.
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In model s-a stratificat populatia ca fiind susceptibili (S), expusi (E), infectati dar asimptomatici
(pre-simptomatici) (A), infectati cu simptome (1), spitalizati (H) si recuperati (R), si in plus
compartimente de carantinati susceptibili (Sq), izolati expusi (Eq) si izolati infectati (lg).
Cu urmarirea contactului, o anumita proportie, g, dintre indivizii expusi la virus va fi carantinata.
Indivizii aflati in carantind pot fi mutate fie in compartimentul Eq sau Sq, in functie de faptul ca
sunt infectati efectiv sau nu [61], in timp ce cealalta proportie, 1 - g, este formata din indivizi
expusi virusului, cdrora nu li s-a putut urmarit contactul si sunt trecuti in compartimentul de expusi,
E, odata ce sunt infectati efectiv sau raman in compartimentul S. Fie 3 probabilitatea de transmisie
si € rata de contact constanta. Persoanele aflate in carantina, daca sunt infectate (sau neinfectate),
se mutd in compartimentul Eq (Sau Sq) cu o viteza de pcq (sau (1 - p)cq). Cei care nu se afld in
carantind, daca sunt infectati, se vor muta in compartimentul E cu o ratd de pc (1 - q). Persoanele
infectate pot fi detectate si apoi izolate cu o viteza d; si se pot deplasa si in compartimentul R
datorita recuperarii. Dinamica transmisiei este guvernata de urmatorul sistem de ecuatii:
S=-(Bc + cq(L- B)) S (I + 6A) + 1S,
E=Bc(1-q)S(l+0A)-cE,
I'=6pE - (& + a+y)l,
A=c (1 - p)E - 7aA
Sq=(1-B)cq S (I + 6A) - ASq,
Eq=Pod S (1 + 0A) - 5¢Eq,
H =81l + §qEq —(at + yr)H,
R'=yil + yaA + yHH,

unde simbolul ¢ reprezinta derivata in raport cu timpul iar ceilalti parametri sunt:

c - Rata de contact

[ - Probabilitatea transmiterii per contact

g - Rata de carantinare a persoanelor expuse

o - Rata de tranzitie a indivizilor expusi din clasa infectata

A - Rata cu care contactele neinfectate aflate in carantina au fost eliberate in comunitate

p - Probabilitatea de a prezenta simptome in randul persoanelor infectate

o1 - Rata de tranzitie a persoanelor infectate simptomatice la clasa de infectati aflati in

carantina
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dq - Rata de tranzitie a persoanelor expuse aflate in carantina la clasa de infectati aflati in
carantind

11 - Rata de recuperare a persoanelor infectate simptomatice

YA - Rata de recuperare a persoanelor infectate asimptomatice

vH - Rata de recuperare a persoanelor infectate aflate in carantina
a - rata de deces indusa de boala

S(0) - Populatie initial sensibila

E(0) - Populatia expusa initial

I(0) - Populatie infectata simptomatica initiala

A(0) - Populatie infectata asimptomatica initiala

Sq(0) - Populatia initiald sensibila in carantina

Eq(0) - Populatia initiald expusa in carantina

H(0O) - Populatia initiala infectata in carantina

R(0) - Populatia initial recuperata

3.7. O alta versiune extinsid a modelului SEIR — SEIR-travel

Wuhan population

Onset of symptoms — Confirmed

d‘

Prevalence

Susceptible

Only a fraction International travellers from Wuhan
of cases travel e e e

internationally

Onset of symptoms [ Confirmed

Figura 3: Stuctura modelului SEIR-travel
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Exista o versiune extinsa a modelui SEIR care reflecta dinamica specificad bolii Codiv-19.
Extensiile acestui modelului includ: un compartiment pentru cazurile asimptomatice, doua
compartimente cumulative - unul pentru cazurile simptomatice si cealalt pentru cazuri confirmate
- si doud compartimente identice pentru persoanele expuse si infectate, care rezulta in perioada de
incubatie cu distribuitie Erlang si, respectiv, din perioada infectioasa. Se poate simula dinamica
folosind schema numerica Euler-Maruyama unde termenul de zgomot corespunde vitezei de
transmisie stocastica, care a fost modelata ca miscare browniana geometrica standard.
Sistemul de ecuatii diferentele stocastice rezultat este descris schematic in Figura si este dat
explicit mai jos:
Modelul compartimental pentru populatia din Wuhan:

S(t+1)= S(t) —B(t) S(t) [ luw(t) + Law(t) /N

Ew(t+1)= Eww(t) + (1 —1) B(t) S(t) [ law(t) + l2w(t) J/N— 20 E1u(t)

Eaw(t+1)= Eow(t) + 20 E1u(t) — 20 Ean(t)

liw(t+1)= liw(t) + 20 Eaw(t) — 2y liw(t)

low(t+1)= law(t) + 2y Taw(t) — 2y Tow(t)

Qu(t+1)= Qu(t) + 20 Eau(t) e — x Qu(t)

Du(t+1)= Du(t) + 20 Eou(t) €7

Cu(t+1)= Cu(t) + x Qu(t)
Aici S(t) este numarul de indivizi susceptibili la momentul t; E1w(t) si E2w(t) sunt persoane din
prima si a doua perioada de incubatie distribuite Erlang; I1w(t) si Iaw(t) sunt persoane in prima si a
doua perioadd a perioadei de infectare distribuite de Erlang; Quw(t) este numarul de cazuri
simptomatice raportate la momentul t; Dw(t) este numarul cumulat de cazuri cu simptome la
momentul t; Cw(t) este numarul cumulativ de cazuri confirmate la momentul t. Se includ doua
compartimente pentru | si E deoarece combinatia acestor compartimente cu timpul de asteptare cu
distributie exponentiala creeaza o distributie Erlang cu parametrul 2, care este o reprezentare mai
realistd a distributiei maxime a perioadei de incubatie si de infectare.
B(t) este rata de transmisie la momentul t; o este viteza de a deveni simptomatic (adica 1/perioada
de incubatie); y = viteza de izolare (adicd 1/intarzierea de la debut la spitalizare); k este rata de
raportare (adica 1/intarzierea de la debut la confirmare); f este fractia cazurilor care calatoresc; N

este dimensiunea populatiei. Prin urmare, presupunem implicit ca toti indivizii devin simptomatici
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si acest lucru se Intampla in acelasi timp 1n care devin infectiosi. Termenul e ¥* din ecuatia pentru

Qu(t) reprezinta probabilitatea ca unele cazuri sa se recupereze inainte de a fi confirmate.

Modelul compartimental pentru cazurile de tip caldtori de la Wuhan:

Evr(t+1)= Exr(t) + f (1) SO) [ law(t) + l2w(t) ] — 20 Ear(t)

Eor(t+1)= E2t(t) + 20 E17(t) — 20 Eo1(t)

l1i7(t+1)= l17(t) + 20 Eo1(t) — 2y 117(1)

lor(t+1)= lo7(t) + 2y Ior(t) — 2y Lo1(t)

Qr(t+1)= Qr(t) + 20 Ezr(t) 7 —x Qr(t)

D1(t+1)= Dr(t) + 20 Eor(t) €7

Cr(t+1)= Cr(t) + x Qt(t)
Aici Ei1(t) si E2t(t) sunt persoane care au calatorit si care sunt in prima si a doua perioada a
perioadei de incubatie distribuite Erlang; I17(t) si Io1(t) sunt persoane care au calatorit si care se
afla in prima si a doua perioada a perioadei infectioase distribuite Erlang; Qt(t) este numarul de
cazuri simptomatice in randul calatorilor, inca raportate la momentul t; Dr(t) este numarul cumulat
de cazuri in randul calatorilor cu simptome la momentul t; Ct(t) este numarul cumulat de cazuri
confirmate 1n randul célatorilor la momentul t.
Transmisia este modelata ca miscare browniand geometrica:

d log (B (t)) = a dB:

unde a este volatilitatea transmisiei in timp si Bt este miscarea browniana. Deoarece algoritmul
Euler-Maruyama functioneaza in timp discret, la fiecare pas, se implementeaza aceastd miscare
geometricd browniana prin esantionarea unui numar X distribuit aleatoriu normal cu media 0 si

abaterea standard a, apoi se defineste 5 (t + 1) = S (t) .
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