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Rezumat

Un subiect, ı̂n acelaşi timp clasic şi actual, ı̂n geometria diferenţială de astăzi ı̂l
reprezintă studiul suprafeţelor de curbură medie constantă (suprafeţe cmc) ı̂n spaţii
de dimensiune 3, şi deasemeni al cazului mai general al subvarietăţilor având câmpul
vectorial curbură medie paralel ı̂n fibratul normal (subvarietăţi pmc) ı̂n spaţii de
dimensiune oarecare. Primele studii de acest fel, consacrate suprafeţelor cmc, au
apărut acum mai bine de 60 de ani, ı̂n timp ce subvarietăţile pmc au ı̂nceput să
câştige interesul lumii matematice la ı̂nceputul anilor 1970 odată cu apariţia unor
articole ca [35] de B.-Y. Chen şi G. D. Ludden, [52, 53] ale lui J. Erbacher, [58] de
D. Ferus, [83] de D. A. Hoffman, sau [136] de S.-T. Yau.

În continuare, vom trece rapid ı̂n revistă doar unele din acele rezultate care
au reprezentat (şi ı̂ncă o fac) o sursă de inspiraţie ı̂n activitatea noastră de cerc-
etare. Două instrumente au fost folosite cu precădere ı̂n obţinerea acestor rezultate:
diferenţialele olomorfe definite pe suprafaţe cmc (sau pmc) precum şi formulele de
tip Simons.

H. Hopf [85] a folosit pentru prima oară o diferenţială olomorfă pentru a arăta că
orice suprafaţă cmc homeomorfă cu o sferă ı̂n spaţiul euclidian 3-dimensional este de
fapt o sferă euclidiană. Acest rezultat a fost extins de către S.-S. Chern [41] la cazul
suprafeţelor cmc ı̂n forme spaţiale reale, pentru ca apoi să fie demonstrat pentru
suprafeţe cmc ı̂n spaţii produs de tipul M2(c) × R, unde M2(c) este o suprafaţă
completă şi simplu conexă de curbură constantă c, ca şi pentru cele ı̂n Nil(3) şi

P̃SL(2,R), de către U. Abresch şi H. Rosenberg [1, 2].

În mod natural, următorul pas a fost trecerea la studiul suprafeţelor pmc ı̂n
Mn(c) × R, unde Mn(c) este o formă spaţială reală de curbură secţională con-
stantă c, adică, al acelor suprafeţe care satisfac ∇⊥H = 0, unde ∇⊥ este conexiunea
din fibratul normal, iar H câmpul vectorial curbură medie. Două din articolele
importante dedicate acestui subiect sunt [5, 6] de H. Alencar, M. do Carmo, şi

R. Tribuzy. În aceste articole autorii introduc o diferenţială olomorfă (care gen-
eralizează diferenţiala Abresch-Rosenberg definită ı̂n [1] pentru suprafeţe cmc ı̂n
M2(c)×R) şi o folosesc apoi ı̂n studiul geometriei unora dintre aceste suprafeţe. Unul
dintre rezultatele principale din [6] este o teoremă de reducere a codimensiunii care
arată că o suprafaţă pmc ı̂n Mn(c)×R sau este minimală ı̂ntr-o hipersuprafaţă total
umbilicală ı̂n Mn(c); sau este o suprafaţă cmc ı̂ntr-o subvarietate 3-dimensională
total umbilicală sau total geodezică ı̂n Mn(c); sau stă ı̂n M4(c)× R.

O altă metodă implicată cu real succes ı̂n studiul subvarietăţilor minimale şi, ı̂n
general, al subvarietăţilor cmc şi pmc, este folosirea ecuaţiilor de tip Simons.

În 1968, J. Simons [128] a obţinut expresia laplacianului normei formei a doua
fundamentale a unei subvarietăţi minimale ı̂ntr-o varietate riemanniană, pe care apoi
a folosit-o ı̂n caracterizarea unora dintre aceste subvarietăţi ı̂n sfera euclidiană şi ı̂n
spaţiul euclidian. Un an mai târziu, K. Nomizu şi B. Smyth [112] au generalizat
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această formulă ı̂n cazul hipersuprafeţelor cmc ı̂ntr-o formă spaţială reală, acest
rezultat fiind generalizat la rândul lui, de către B. Smyth’s [129], pentru subvarietăţi
pmc ı̂ntr-o formă spaţială. De-a lungul anilor astfel de formule, numite astă zi
ecuaţii de tip Simons, au fost folosite din ce ı̂n ce mai des ı̂n articolele dedicate
subvarietăţilor cmc şi pmc (vezi, de exemplu, [4, 7, 8, 16, 18, 28, 39, 123]).

În ultimii 30 de ani s-a putut observa un interes din ce ı̂n ce mai ridicat ı̂n
studierea unor ecuaţii cu derivate parţiale de ordin 4 care generalizează noţiunea de
aplicaţii armonice.

Astfel, ı̂n influentul lor articol [49], J. Eells şi J. H. Sampson au sugerat noţiunea
de aplicaţie biarmonică ψ : M → N ı̂ntre două varietăţi riemanniene, definită ca
fiind un punct critic al funcţionalei bienergiei

E2(ψ) =

∫
M
|τ(ψ)|2dv,

unde τ(ψ) = trace∇ψdψ este câmpul tensiune al aplicaţiei ψ, ∇ψ fiind conexiunea
ı̂n fibratul ψ−1TM . Dacă varietatea M nu este compactă, atunci aplicaţia ψ : M →
N este, prin definiţie, biarmonică dacă este o soluţie a ecuaţiei Euler-Lagrange
τ2(ψ) = 0, unde τ2(ψ) = ∆τ(ψ) − trace R̄(dψ, τ(ψ))dψ este câmpul bitensiune al
lui ψ. Este uşor de văzut că orice aplicaţie armonică este biarmonică, acesta fiind
motivul pentru care suntem interesaţi ı̂n studierea aplicaţiilor biarmonice care nu
sunt armonice, numite aplicaţii propriu-biarmonice.

Un caz special este cel al imersiilor biarmonice, sau, altfel spus, al subvarietăţilor
biarmonice, adică, al acelor subvarietăţi pentru care aplicaţia de incluziune este
biarmonică. În spaţiul euclidian (şi doar ı̂n acest spaţiu), această definiţie a sub-
varietăţilor biarmonice coincide cu cea propusă de către B.-Y. Chen [31], care ca-
racterizează aceste subvarietăţi prin faptul că au câmpul vectorial curbură medie
armonic.

Deşi ı̂n spaţiul euclidian au fost obţinute doar rezultate care sugerează că nu
există exemple de subvarietăţi propriu-biarmonice (vezi, de exemplu, [34, 48, 91,
92, 106]), ı̂n spaţii de curbură secţională diferită de zero, au fost găsite numeroase
exemple şi demonstrate multe rezultate de clasificare a unor astfel de subvarietăţi,
ı̂n articole cum ar fi [12]-[14], [21]-[26], [44, 88, 100, 101, 104, 106], [117]-[119],
[124]-[126] şi [139].

Această teză este structurată ı̂n două părţi, prima, constând din două capitole,
fiind dedicată subvarietăţilor pmc, ı̂n timp ce a doua, formată din trei capitole, are
drept scop prezentarea rezultatelor obţinute ı̂n studiul subvarietăţilor biarmonice.

În primul capitol, prezentăm rezultate din [62], [77] şi [78] privind suprafeţele

pmc ı̂n forme spaţiale complexe, cosimplectice şi respectiv sasakiene. În toate aceste
situaţii demonstrăm teoreme de reducere a codimensiunii şi introducem diferenţiale
olomorfe pe care le folosim ı̂n studierea geometriei unora dintre aceste suprafeţe.

Al doilea capitol este dedicat studiului subvarietăţilor pmc de dimensiune ar-
bitrară ı̂n Mn(c) × R. Mai ı̂ntâi demonstrăm două ecuaţii de tip Simons pe care
apoi le folosim pentru a găsi rezultate de tip gap pentru astfel de subvarietăţi. Ne
ı̂ndreptăm atenţia şi spre suprafeţele pmc având curbura totală finită şi demonstrăm
o teoremă despre la compactitatea acestora. Capitolul se ı̂ncheie cu un rezultat de
clasificare a suprafeţelor pmc care fac un unghi constant cu ξ, câmpul vectorial uni-
tar tangent la dreapta reală. Aceste rezultate au fost obţinute ı̂n [17], [63], [72],
[74], [75] şi [76].
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Începem prezentarea subvarietăţilor biarmonice ı̂n capitolul al treilea, construit
pe articolele [71] şi [72]. Prezentăm mai ı̂ntâi o teoremă de tip gap pentru sub-
varietăţi pmc propriu-biarmonice ı̂n Mn(c) × R şi deasemeni clasificăm suprafeţele
pmc propriu-biarmonice ı̂n acest spaţiu. Un alt subiect al acestui capitol ı̂l reprezintă
suprafeţele biconservative ı̂n Mn(c) × R, adică, acele suprafeţe pentru care partea
tangentă a câmpului bitensiune se anulează (menţionăm că subvarietăţile biconserva-
tive au ı̂nceput să fie studiate foarte recent ı̂n articole cum ar fi [27, 80, 107, 108]).
Aici, determinăm ecuaţia explicită a suprafeţelor pmc biconservative şi găsim exem-
ple explicite de suprafeţe cmc biconservative ı̂n cazul când n = 3. Încheiem capitolul
cu un rezultat privind compactitatea suprafeţelor pmc biconservative de curbură to-
tală finită ı̂n varietăţi Hadamard.

În al patrulea capitol, studiem subvarietăţile biarmonice ı̂n forme spaţiale sasa-
kiene şi obţinem atât rezultate de clasificare, cât şi exemple explicite, pentru curbe
propriu-biarmonice, cilindri Hopf propriu-biarmonici peste hipersuprafeţe omogene
reale ı̂n CPn şi pentru subvarietăţi propriu-biarmonice integrale C-paralele de di-
mensiune 3 ı̂ntr-o formă spaţială sasakiană 7-dimensională. Deasemeni, prezentăm
o metodă prin care pot fi obţinute subvarietăţi biarmonice anti-invariante pornind de
la subvarietăţi biarmonice integrale. Rezultatele cuprinse ı̂n acest capitol au apărut
ı̂n [59], [60], [61] şi [65]-[70].

Subvarietăţile biarmonice ı̂n forme spaţiale complexe sunt studiate ı̂n ultimul
capitol al tezei. Mai ı̂ntâi prezentăm unele rezultate generale cu privire la biar-
monicitatea unor clase speciale de subvarietăţi ı̂n aceste spaţii. Continuăm cu o
formulă de legătură ı̂ntre câmpurile bitensiune ale unei subvarietăţi ı̂n CPn şi cilin-
drului Hopf corespunzător ı̂n S2n+1. În continuare, caracterizăm subvarietăţile de
tip Clifford propriu-biarmonice ı̂n CPn, iar ı̂n ultima parte a capitolului clasificăm
curbele propriu-biarmonice şi suprafeţele pmc propriu-biarmonice ı̂n CPn şi dease-
meni subvarietăţile propriu-biarmonice lagrangiene paralele 3-dimensionale ı̂n CP 3.
Acest capitol conţine rezultate obţinute ı̂n [64], [70] şi [73].
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