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Rezumat

Un subiect, in acelagi timp clasic i actual, in geometria diferentiala de astazi 1l
reprezinta studiul suprafetelor de curbura medie constanta (suprafete cmc) in spatii
de dimensiune 3, gi deasemeni al cazului mai general al subvarietatilor avand campul
vectorial curbura medie paralel in fibratul normal (subvarietati pmc) in spatii de
dimensiune oarecare. Primele studii de acest fel, consacrate suprafetelor cmc, au
aparut acum mai bine de 60 de ani, In timp ce subvarietatile pmc au inceput sa
cagtige interesul lumii matematice la inceputul anilor 1970 odata cu aparitia unor
articole ca [35] de B.-Y. Chen si G. D. Ludden, [52] 53] ale lui J. Erbacher, [58] de
D. Ferus, [83] de D. A. Hoffman, sau [136] de S.-T. Yau.

In continuare, vom trece rapid in revista doar unele din acele rezultate care
au reprezentat (si inca o fac) o sursa de inspiratie in activitatea noastra de cerc-
etare. Doua instrumente au fost folosite cu precadere in obtinerea acestor rezultate:
diferentialele olomorfe definite pe suprafate cme (sau pmc) precum si formulele de
tip Simons.

H. Hopf [85] a folosit pentru prima oara o diferentiala olomorfa pentru a arata ca
orice suprafata cme homeomorfa cu o sfera in spatiul euclidian 3-dimensional este de
fapt o sfera euclidiana. Acest rezultat a fost extins de catre S.-S. Chern [41] la cazul
suprafetelor cmc in forme spatiale reale, pentru ca apoi si fie demonstrat pentru
suprafete cmc in spatii produs de tipul M?(c) x R, unde M?(c) este o suprafati
completa si simplu conexa de curbura constantd c, ca si pentru cele in Nil(3) si
PSL(2,R), de citre U. Abresch si H. Rosenberg [, 2].

In mod natural, urmétorul pas a fost trecerea la studiul suprafetelor pmc in
M"(c) x R, unde M"™(c) este o forma spatiala reala de curburad sectionald con-
stanta c, adicd, al acelor suprafete care satisfac V-H = 0, unde V' este conexiunea
din fibratul normal, iar H campul vectorial curbura medie. Doua din articolele
importante dedicate acestui subiect sunt [5, [6] de H. Alencar, M. do Carmo, si
R. Tribuzy. In aceste articole autorii introduc o diferentiala olomorfa (care gen-
eralizeaza diferentiala Abresch-Rosenberg definita in [I] pentru suprafete cmc in
M?(c)xR) si o folosesc apoi in studiul geometriei unora dintre aceste suprafete. Unul
dintre rezultatele principale din [6] este o teorema de reducere a codimensiunii care
arata ca o suprafatd pmc in M"(c) x R sau este minimala intr-o hipersuprafata total
umbilicald in M™(c); sau este o suprafatd cmc intr-o subvarietate 3-dimensionala
total umbilicald sau total geodezica in M"(c); sau sta in M*(c) x R.

O alta metoda implicata cu real succes in studiul subvarietatilor minimale si, In
general, al subvarietatilor cme si pmc, este folosirea ecuatiilor de tip Simons.

In 1968, J. Simons [128] a obtinut expresia laplacianului normei formei a doua
fundamentale a unei subvarietati minimale Intr-o varietate riemanniana, pe care apoi
a folosit-o in caracterizarea unora dintre aceste subvarietati in sfera euclidiana i in
spatiul euclidian. Un an mai tarziu, K. Nomizu gi B. Smyth [112] au generalizat
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aceasta formuld In cazul hipersuprafetelor cmc intr-o forma spatiala reala, acest
rezultat fiind generalizat la randul lui, de catre B. Smyth’s [129], pentru subvarietati
pmc intr-o forméa spatiald. De-a lungul anilor astfel de formule, numite asta zi
ecuatii de tip Simons, au fost folosite din ce in ce mai des in articolele dedicate
subvarietatilor cme i pme (vezi, de exemplu, [4} 7, [8, 16, 18, 28, 39, 123]).

In ultimii 30 de ani s-a putut observa un interes din ce in ce mai ridicat in
studierea unor ecuatii cu derivate partiale de ordin 4 care generalizeaza notiunea de
aplicatii armonice.

Astfel, in influentul lor articol [49], J. Eells si J. H. Sampson au sugerat notiunea
de aplicatie biarmonica @ : M — N iIntre doua varietati riemanniene, definita ca
fiind un punct critic al functionalei bienergiei

Eb(¢)=£é?h%¢)qu

unde 7(1)) = trace V¥di) este campul tensiune al aplicatiei 1, V¥ fiind conexiunea
in fibratul ¢p~'T'M. Daca varietatea M nu este compacta, atunci aplicatia ¢ : M —
N este, prin definitie, biarmonica dacd este o solutie a ecuatiei Euler-Lagrange
() = 0, unde 7o(v) = A7(¢)) — trace R(dv, 7(1))dv) este caAmpul bitensiune al
lui 9. Este usor de vazut ca orice aplicatie armonica este biarmonica, acesta fiind
motivul pentru care suntem interesati in studierea aplicatiilor biarmonice care nu
sunt armonice, numite aplicatii propriu-biarmonice.

Un caz special este cel al imersiilor biarmonice, sau, altfel spus, al subvarietatilor
biarmonice, adica, al acelor subvarietati pentru care aplicatia de incluziune este
biarmonica. In spatiul euclidian (si doar in acest spatiu), aceasta definitie a sub-
varietatilor biarmonice coincide cu cea propusa de catre B.-Y. Chen [31], care ca-
racterizeaza aceste subvarietati prin faptul cid au campul vectorial curbura medie
armonic.

Desi in spatiul euclidian au fost obtinute doar rezultate care sugereaza ca nu
exista exemple de subvarietati propriu-biarmonice (vezi, de exemplu, [34, 48, [91),
92|, 106]), in spatii de curbura sectionala diferita de zero, au fost gasite numeroase
exemple si demonstrate multe rezultate de clasificare a unor astfel de subvarietati,
in articole cum ar fi [12]-[14], [21]-[26], [44, [88, 100, 10T, 104, 106], [117]-[119],
[124]-[126] si [139].

Aceasta teza este structuratd in doua parti, prima, constand din douéa capitole,
fiind dedicata subvarietatilor pmc, in timp ce a doua, formata din trei capitole, are
drept scop prezentarea rezultatelor obtinute in studiul subvarietatilor biarmonice.

In primul capitol, prezentdm rezultate din [62], [77] si [78] privind suprafetele
pmc in forme spatiale complexe, cosimplectice si respectiv sasakiene. In toate aceste
situatii demonstram teoreme de reducere a codimensiunii i introducem diferentiale
olomorfe pe care le folosim in studierea geometriei unora dintre aceste suprafete.

Al doilea capitol este dedicat studiului subvarietatilor pmc de dimensiune ar-
bitrara in M™(c) x R. Mai intdi demonstram doud ecuatii de tip Simons pe care
apoi le folosim pentru a gasi rezultate de tip gap pentru astfel de subvarietati. Ne
indreptam atentia si spre suprafetele pmc avand curbura totala finita si demonstram
o teorema despre la compactitatea acestora. Capitolul se incheie cu un rezultat de
clasificare a suprafetelor pmc care fac un unghi constant cu £, campul vectorial uni-
tar tangent la dreapta reala. Aceste rezultate au fost obtinute in [17], [63], [72],
174, [75)] si [76].
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incepem prezentarea subvarietatilor biarmonice in capitolul al treilea, construit
pe articolele [71] si [72]. Prezentam mai intai o teorema de tip gap pentru sub-
varietati pmec propriu-biarmonice in M"(¢) x R si deasemeni clasificam suprafetele
pmc propriu-biarmonice in acest spatiu. Un alt subiect al acestui capitol il reprezinta
suprafetele biconservative in M"(c) x R, adica, acele suprafete pentru care partea
tangentd a caAmpului bitensiune se anuleaza (mentionam ca subvarietatile biconserva-
tive au Inceput sa fie studiate foarte recent in articole cum ar fi |27, [80), 107, 108]).
Aici, determinam ecuatia explicita a suprafetelor pmc biconservative gi gasim exem-
ple explicite de suprafete cmc biconservative in cazul cand n = 3. Incheiem capitolul
cu un rezultat privind compactitatea suprafetelor pmc biconservative de curbura to-
tala finita in varietati Hadamard.

In al patrulea capitol, studiem subvarietatile biarmonice In forme spatiale sasa-
kiene si obtinem atat rezultate de clasificare, cat gi exemple explicite, pentru curbe
propriu-biarmonice, cilindri Hopf propriu-biarmonici peste hipersuprafete omogene
reale in CP" gi pentru subvarietati propriu-biarmonice integrale C-paralele de di-
mensiune 3 intr-o forma spatiala sasakiana 7-dimensionala. Deasemeni, prezentam
o metoda prin care pot fi obtinute subvarietati biarmonice anti-invariante pornind de
la subvarietati biarmonice integrale. Rezultatele cuprinse in acest capitol au aparut
in [59], [60], [61] si [65]-[70].

Subvarietatile biarmonice in forme spatiale complexe sunt studiate in ultimul
capitol al tezei. Mai intai prezentam unele rezultate generale cu privire la biar-
monicitatea unor clase speciale de subvarietati in aceste spatii. Continuam cu o
formula de legatura intre campurile bitensiune ale unei subvarietati in CP" si cilin-
drului Hopf corespunzitor in S?**1. In continuare, caracterizam subvarietatile de
tip Clifford propriu-biarmonice in CP”, iar in ultima parte a capitolului clasificam
curbele propriu-biarmonice si suprafetele pmc propriu-biarmonice in CP" gi dease-
meni subvarietiitile propriu-biarmonice lagrangiene paralele 3-dimensionale in CP3.
Acest capitol contine rezultate obtinute in [64], [70] si [73].
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