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REZUMAT. Aceasta lucrare prezinta principalele rezultate stiintifice pe care le-am
obtinut dupa sustinerea tezei de doctorat in domeniul: modelare matematica si aplicarea
metodelor variationale, asimptotice si de control optimal in studiul teoretic al unor prob-
leme concrete din medicina, biologie, stiinte ingineresti. Lista cu referinte bibliografice
contine titlurile a 50 de lucrari pe care le-am scris, fie ca unic autor, fie in colaborare. Din-
tre acestea, 5 au fost publicate inainte de sustinerea tezei de doctorat, 42 dupa sustinerea
tezei si 3 sunt in curs de publicare.

Pentru a pune in evidenta continuitatea activitatii mele de cercetare prin prisma tem-
aticii abordate, voi incepe prezentarea cu o scurta trecere in revista a rezultatelor publi-
cate Inainte de sustinerea tezei de doctorat, [62]-[66]. Primele rezultate ale activitatii mele
stiintifice sunt legate de studiul unor probleme cu frontiera libera. Problemele cu fron-
tiera libera prezinta un grad sporit de dificultate deoarece la necunoscutele caracteristice
problemei se mai adauga ca necunoscuta suplimentara domeniul de miscare, a carui fron-
tiera este partial necunoscuta, frontiera libera fiind o frontiera necunoscuta. O problema
importanta de acest tip este problema cunoscuta in literatura de specialitate sub numele
de "problema barajului”. La inceputul anilor '70, in articolul [8], se propune o metoda
moderna (la acea data) de studiu al problemei barajului, metoda bazata pe folosirea ine-
galitatilor variationale aflate la momentul respectiv in perioada de pionierat. Ideea propusa
in articolul citat anterior se bucura de un mare succes, dovada fiind numarul important de
lucrari cu tematica similara care 1i urmeaza. Dintre acestea am selectat cateva pe care le
considerdm mai importante: [4], [9], [14], [17], [28]. In anul 1985 am obtinut primele rezul-
tate stiintifice semnificative legate de problema barajului in lucrarea [64]. Aceasta lucrare
s-a bucurat de un numar mare de citari, dintre care mentionam articolul [38] avandu-1 ca
autor pe Prof. A. Friedman, care a publicat sute de articole in domeniul problemelor cu
frontiera libera. Dupa aproape 30 de ani de la publicare, articolul [64] este inca citat (vezi,
de ex., [30], [45]).

Teza propusa pentru obtinerea atestatului de abilitare contine 4 capitole si o lista cu
referinte bibliografice. Capitolele 1, 2, 3 prezinta rezultatele cele mai importante pe care le-
am obtinut i publicat dupa sustinerea tezei de doctorat, clasificate dupa tematica. Ultimul
capitol contine o prezentare succinta a intentiilor mele de cercetare in viitorul apropiat.

Teza se incheie cu o lista bibliografica continand 140 de lucrari, dintre care 50 reprezinta



rezultatele pe care le-am obtinut fie ca unic autor fie in colaborare.

Capitolul 1 este dedicat studiului unor probleme cu frontiera libera. El reprezinta
o continuare a tematicii abordate in teza de doctorat. Rezultatele prezentate in acest
capitol au fost publicate in lucrarile [67], [68], [69]. Daca anterior am vorbit despre o
problema cu frontiera libera foarte la moda in anii ’70-’80 si anume ” problema barajului”,
in lucrarile [67]-[69] se introduce un alt model de problema cu frontiera libera: migcarea
unui jet de fluid in prezenta unui perete poros. Problema introdusa in articolul [67] este
o problema noua, diferita de cele studiate pana atunci in literatura de specialitate, care
abordau migcarea unui jet de fluid liber, fie cu metode clasice de tipul metodei hodografice
(vezi, de ex., [15], [37], [39]), fie cu metode variationale ([5], [6]). Am studiat migcarea unui
jet de fluid care patrunde printr-un perete poros, transforméand problema intr-o problema
de minim. Am obtinut rezultate de existenta, unicitate si monotonie a solutiei. Ideea cea
mai interesanta a articolului este ca reusim sa demonstram proprietati ale domeniului de
migcare necunoscut cu ajutorul alegerii convenabile a functiilor test in problema de minim.
Mai precis, proprietati care tin de intuitia fizica sunt demonstrate riguros cu argumente
strict matematice. In articolele [68] si [69] se generalizeazi rezultatele din [67] pentru
cazurile unui jet format de doua fluide imiscibile si, respectiv, a impactului dintre un jet
de fluid si un perete poros in prezenta campului gravitational.

Capitolul al 2-lea abordeaza probleme de control optimal asociate in marea lor majori-
tate unor modele provenind din lumea reala. Este foarte dificila selectia unor exemple din
bogata literatura a controlului optimal. Vom mentiona mai intai cateva lucrari generale
din teoria controlului optimal: [42], [29], [43], [47], [11]. Deoarece ne-am ocupat de modele
de control optimal construite ca aplicatii directe ale unor probleme fizice concrete, vom da
cateva exemple de articole cu tematica similara: [1], [12], [13], [10], [7], [46].

Rezultatele pe care le-am obtinut in legatura cu acest subiect au fost publicate in 15
articole si un capitol de carte: [22]-[26], [70]-[74], [18], [20], [78]-[80] si [75]. In articolele
[23] si [24] se studiaza din punct de vedere teoretic si, respectiv, numeric o problema de
control frontiera asociata cu ecuatiile Navier-Stokes stationare cuplate cu ecuatia caldurii,
considerand pentru temperatura o conditie la limita generala de tip Robin. Problema de
control consta in determinarea temperaturii exterioare care conduce la o configuratie dorita

a temperaturii in fluid. In 23] se demonstreaza existenta unui control optimal si se obtin



conditiile necesare de optimalitate prin introducerea unei familii de probleme de control
regularizate. In lucrarea [24], cu ajutorul unei metode de element finit se discretizeaza
sistemul optimal cu scopul de a determina numeric un control optimal si se demonstreaza
convergenta algoritmilor propusi.

Problema studiata in [25] are aplicatii directe in biologie. Pornind de la modelul miscarii
biconvective prezentat in articolul [41], introducem si studiem in [25] o problema de control
optimal legata de curgerea biconvectiva. Stabilim un rezultat de existenta si unicitate
pentru miscarea biconvectiva stationara. Metoda pe care o folosim ne permite sa obtinem
rezultatul de existenti a solutiei cu presupuneri mai putin restrictive decét in [40]. In
plus, se studiaza o problema de control care are ca scop optimizarea concentratiei de
microorganisme din fluidul de cultura. Acest articol a fost citat de 43 de ori (conform
Google Scholar); dintre aceste citari mentionam: [2], [3], [61].

O alta lucrare inspirata direct dintr-o problema fizica concreta este [26]; in acesta lucrare
se studiaza din punct de vedere teoretic si numeric o problema de control optimal in teoria
propagarii caldurii, problema care reprezinta modelul matematic corespunzator situatiei
in care o cantitate care ne intereseaza din punct de vedere fizic, dar care nu este direct
accesibila masuratorii, este estimata pe baza masuratorii altor cantitati. Acest articol a
fost citat in lucrari cu caracter aplicativ, printre care mentionam: [16], [60].

In [72] se studiaza o alta problema de control optimal asociata sistemului cuplat neliniar
format din ecuatia Navier-Stokes si ecuatia caldurii. Alegerea functionalei cost conduce la
obtinerea unui sistem adjunct care nu este cu divergenta nula. Pentru a depasi aceasta
dificultate, se propune o constructie bazata pe introducerea mai multor functii convenabil
alese.

Lucrarile [73], [74] prezinta probleme de control optimal asociate misgcarii fluidelor
micropolare. Teoria fluidelor micropolare introdusa in [35] permite studierea anumitor
fenomene fizice care nu pot fi descrise de ecuatiile Navier-Stokes clasice.

In articolele [78], [80] se propune un model matematic pentru optimizarea curgerii
sangelui in insuficienta venoasa. Cand o vena a membrelor inferioare isi pierde elasticitatea,
apar fenomene ca stagnarea sau refluxul sangelui, care conduc la complicatii medicale.
Propunem un model matematic in scopul diminuarii efectelor negative determinate de

insuficienta venoasa. Incepem cu un caz simplificat in [78] pentru ca apoi sa generalizam
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rezultatele obtinute in [80].

In multe probleme practice, diferite caracteristici fizice sau diferite comportamente ale
solutiei sunt cuplate prin interfete. Asemenea situatii apar in probleme de interactiune
fluid-fluid sau fluid-structura, in care doua domenii corespunzand unor fluide diferite sau
unui fluid si unui solid deformabil sunt separate printr-o interfatd. In articolul [79] se
studiaza un model matematic si o problema de control optimal asociate interactiunii dintre
doua fluide imiscibile intr-un mediu poros, cand pe suprafata care le separa exista un
salt de temperatura. O motivatie fizica pentru considerarea acestui model o reprezinta
contaminarea apelor subterane cu substante organice sau fenomenele care apar intr-o celula
de combustie.

In cadrul proiectelor de cercetare CEEX 189/2006 (Managementul termic si al apei
pentru sisteme de pile de combustie de tip PEM) si CEEX 320/2006 (Cercetare, dezvoltare
si tehnologii pentru celula de combustie cu hidrogen sulfurat lichid in scopul producerii de
energie electrica curata) am propus si studiat modele matematice care sa descrie fenomenele
complexe care au loc intr-o pila de combustie de tip PEM. Aceasta reprezinta una dintre
cele mai importante surse noi de energie. Ea este constituita din mai multe straturi de celule
de baza in care o membrana conductoare de protoni separa anodul de catod. In timpul
procesului de oxidare, hidrogenul disociaza in protoni si electroni si rezultatele acestui
proces sunt: apa, caldura si energie electrica. Rezultatele pe care le-am obtinut pentru
modelele matematice asociate acestor fenomene au fost publicate in lucrarile [18]-[21].

Dintre cele 16 lucrari despre care am vorbit mai sus, am selectionat pentru prezentarea
in extenso in Capitolul al 2-lea articolele [20], [79] si [80].

In Capitolul al 3-lea sunt prezentate metode asimptotice in abordarea unor probleme
legate de miscarea fluidelor micropolare i a unor probleme de interactiune fluid-structura
elastica. Rezultatele prezentate au fost obtinute in cadrul colaborarii mele de aproape
20 de ani cu Prof. Grigory Panasenko de la Universitatea Jean Monnet, Saint-Etienne,
Franta, unul dintre cei mai importanti specialisti din lume in metode asimptotice. Aceasta
colaborare a inceput in cadrul grantului international Eurrommat No. ICA1-CT-2000-
70022 la care am fost director de proiect si s-a concretizat in 18 lucrari publicate si alte 3
in curs de publicare.

In [31], [32] se propune analiza asimptotici a curgerii unui fluid micropolar intr-un



tub ondulat periodic, cu perioada si grosimea de ordin €, unde € este un parametru mic.
Rezultatele principale anuntate in [31] sunt prezentate si demonstrate in detaliu in [32].
Solutia problemei fizice este aproximata de o dezvoltare asimptotica si se obtine estimarea
erorii care justifica aceasta constructie asimptotica. Apoi se aplica metoda descompunerii
asimptotice partiale a domeniului (vezi [48], [49]) pentru problema considerata. Lucrarea
[33] reprezintd o generalizare a articolelor [31], [32]. In [33] se face o analizi asimptotici
a curgerii unui fluid micropolar intr-o structura tubulara cu mai multe ramuri. Analiza
asimptotica asociata curgerii unui fluid micropolar intr-un caz mult mai general si, in
consecinta, mult mai greu de studiat este prezentata in articolul [34]. Se considera migcarea
unui fluid micropolar intr-un tub curbililiu depinzand de un parametru mic . Folosind
o schimbare de coordonate convenabila, inlocuim problema initiala cu o problema mai
complicata, cu coeficienti variabili, formulata intr-un dreptunghi. Se construieste solutia
asimptotica folosind metoda functiilor de tip strat limita. Principala dificultate in studiul
acestei probleme apare din urmatorul motiv: problema satisfacuta de solutia exacta are
coeficienti variabili care depind de parametrul mic ¢; problemele satisfacute de corectorii
de tip strat limita trebuie sa aiba coeficientii independenti de ¢, deoarece solutia acestor
probleme trebuie sa fie independenta de . O alta dificultate care trebuie depasita este
aceea ca solutia asimptotica nu are divergenta nula si trebuie sa construim o functie cu
divergenta nula si care sa satisfaca conditii la limita convenabile.

Articolul [51] deschide un sir de lucrari dedicate studiului asimptotic pentru probleme
de interactiune fluid-structura. Se considera curgerea nestationara a unui fluid vascos
printr-un canal subtire cu perete elastic. Problema depinde de doi parametri mici; pentru
diferite rapoarte ale acestor doi parametri se construieste o dezvoltare asimptotica a solutiei
periodice si aceasta constructie este justificata printr-o teorema de estimare a erorii. In
[52] se generalizeaza rezultatele din [51] la cazul miscarii neperiodice. Diferenta fata de
lucrarea precedenta este majora deoarece in cazul periodic solutia asimptotica verifica
aceleasi conditii la limita ca solutia exacta; in schimb, in cazul neperiodic urma solutiei
asimptotice pe frontierele laterale este in general diferita de cea a solutiei exacte. Aceasta
conduce la necesitatea de a introduce functii de tip strat limita si problema satisfacuta
de acestea necesita o abordare originala, problema nefiind una clasica. Studiul teoretic al

acestui caz este completat cu obtinerea de rezultate numerice in [50]. Simularile numerice



confirma rezultatele teoretice punand in evidenta formarea stratului limita in apropierea
sectiunilor de intrare gi iegire din domeniul de migcare. Pentru o parte dintre aceste ultime
lucrari am obtinut Premiul ”Spiru Haret” al Academiei Romane pentru anul 2008.

Scopul lucrarii [53] este de a extinde rezultatele pe care le-am obtinut anterior la un
caz mai interesant din punct de vedere fizic. Lucrarea prezinta analiza asimptotica a
migcarii unui fluid Stokes cu vascozitate variabila intr-un canal subtire cu peretii superior
si inferior elastici. Studiul problemei este mai dificil in acest caz deoarece este necesar sa
introducem corectori suplimentari corespunzand vascozitatii variabile. Constructia asimp-
totica este justificata riguros cu ajutorul estimarii erorii intre solutia exacta a problemei
si solutia asimptotica. Rezultatele obtinute in [50]-[53] se refera la probleme formulate in
2D. Deoarece ca aplicatie a migcarii unui fluid vascos printr-un tub subtire avem in vedere
curgerea sangelui printr-o artera sau vena, este interesant de studiat aceasta problema si
in domenii tridimensionale. In articolele [54], [55] se studiaz interactiunea dintre un fluid
vascos §i o structura elastica in cazul in care fluidul vascos ocupa un domeniu cilindric, iar
migcarea este considerata cu simetrie axiala.

Pentru a trata stenoza unei artere se practica angioplastia, adica in structura vasului
de sange se introduce un stent. In acest fel se creeazi un domeniu fluid a cirui frontierd
contine atat parti elastice cat i parti rigide, partea vasului de sange unde a fost plasat
stentul fiind asimilata unei frontiere rigide. In articolul [36] se considera curgerea unui fluid
vascos printr-un domeniu cu frontiera mixta: rigida si elastica format din doua domenii
dreptunghiulare cu frontiere elasice legate intre ele printr-un domeniu cu frontiera rigida.
Se studiaza problema din punct de vedere variational si se construieste solutia asimptotica.
Existenta unei regiuni de legatura impune considerarea, ca parte a solutiei asimptotice, a
unor corectori de tip strat limita care corespund acestei regiuni.

In toate lucririle prezentate anterior in acest capitol structura elastica are o grosime
mult mai mica decat dimensiunile domeniului ocupat de fluid si, din acest motiv, ea a fost
neglijati. In acest fel mediul elastic a devenit o parte a frontierei domeniului fluid si astfel
anumite aspecte ale fenomenului fizic au fost ignorate. In articolele [56]-[58], [44] se anal-
izeaza din punct variational si asimptotic interactiunea dintre un fluid vascos si o structura
elastica atunci cand grosimea structurii elastice nu se mai neglijeaza. Cu alte cuvinte, in

problemele studiate in aceste ultime patru lucrari atat fluidul cat si mediul elastic ocupa
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domenii de aceeasi dimensiune si modelul matematic utilizat este altul decat cel din cazurile
in care structura elasticd era doar "o frontierd”. In [56], [57] se studiazi interactiunea
"fluid vascos-placa elastica subtire” atunci cand rigiditatea si densitatea mediului elastic
sunt "mari”. Mai exact, grosimea placii fiind considerata parametrul mic al problemei, ¢,
presupunem ci densitatea si modulul lui Young sunt de ordinul e7! si, respectiv, e73. Se
construieste o dezvoltare asimptotica completa si se demonstreaza ca termenul principal al
dezvoltarii satisface ecuatiile din [51].

Articolul [58] reprezinta generalizarea lucrarilor [56], [57]. Se prezinta o constructie
asimptotica pentru problema de interactiune dintre un fluid vascos si o structura elastica
atunci cand domeniul de migcare este un tub cilindiric, subtire si elastic. Se studiaza
problema cu simetrie axiala si, la fel ca In cazul plan, analiza asimptotica se face pentru
o grosime a peretelui tubului, e, care tinde la zero, in timp ce densitatea si modulul
lui Young corespunzatoare materialului elastic sunt de acelagi ordin ca in [57]. In cele
trei lucrari citate anterior, [56]-[58], densitatea si vascozitatea fluidului se considera de
ordinul unitatii, ceea ce inseamna ca densitatea mediului elastic este mult mai mare decat
densitatea fluidului. Deoarece in multe aplicatii practice nu se intampla asa, in [44] analiza
asimptotica s-a realizat in cazul in care densitatile celor doua medii sunt de ordinul unitatii.
In [44] am considerat un model tridimensional al interactiunii dintre o placa elastica subtire,
stratificata si un fluid vascos. La fel ca in articolele [56]-[58], modulul lui Young se considera
de ordin 73, dar densitatea plicii elastice este de ordin 1. In aceste conditjii, dezvoltarea
asimptotica a solutiei este construita si apoi justificata. Problema limita contine o conditie
la limita nestandard pentu problema Stokes. Analiza asimptotica este aplicata la reducerea
asimptotica partiala a dimensiunii fazei solide si la obtinerea conditiilor de cuplare intre
modelele 2D gi 3D ale placii.

Lucrarea [59] reprezinta un prim pas in dezvoltarea analizei asimptotice pentru modelul
Kelvin-Voigt pentru o banda vasco-elastica subtire, stratificata. Reducerea dimensionala,
combinata cu procedura de omogenizare permite construirea unei dezvoltari asimptotice
complete a solutiei si justificarea modelului limita unidimensional.

Dintre lucrarile prezentate mai sus, in Capitolul al 3-lea se detaliaza articolele [34], [51],
[57].

Ultimul capitol al acestei teze prezinta cateva elemente ale activitatii mele viitoare



de cercetare, reprezentate de lucrari aflate intr-un anumit stadiu in cadrul procesului de
publicare.

In lucrarea [85] se studiaza o problema de control optimal, cu controlul in coeficienti, cu
aplicatii in domeniul medical. Se propune un model matematic care sa descrie modalitatea
de a obtine o presiune sangvina normala, controlata de vascozitatea variabila a sangelui.

Articolul [81] contine analiza asimptotica a interactiunii dintre o placa elastica subtjire,
stratificatii si un strat de fluid vascos. In [57] am prezentat aceastii analizi asimptoticd
pentru un anumit tip de material elastic, caracterizat de valori "mari” ale densitatii si
rigiditatii mediului elastic, aga cum am precizat mai sus. In [44] analiza asimptotica se
face considerand ca doar modulul lui Young are valori mari, densitatea solidului fiind de
ordinul unitatii. Deoarece in viata reala valorile densitatii si modulului lui Young difera
foarte mult de la un material la altul, cazurile particulare analizate in [57] si [44] reprezinta
o limitare din punct de vedere al fenomenului fizic. Noutatea lucrarii [81] consta in faptul ca
propunem o constructie asimptotica, riguros justificata de estimarea erorii, pentru ordine
de marime variate (mari sau mici) ale densitatii si rigiditatii placii si obtinem probleme
limit# care sunt foarte diferite de la un caz la altul. In acest context foarte general, cazurile
studiate in [57] si [44] reprezinta doua cazuri particulare din totalul de 24 de cazuri analizate
in lucrarea [81]. In [82] realizam analiza asimptotica in cazul cilindric, fara a impune nicio
restrictie privind ordinul de marime al caracteristicilor mediului elastic. Astfel, problema
studiata in [58] devine un caz particular al celor 6 cazuri analizate in [82].

Daca in articolul [59] se dau cateva elemente ale analizei asimptotice pentru modelul
Kelvin-Voigt pentru o banda vasco-elastica subtire, stratificata in cazul quasi-static, in [84]
aceste elemente sunt dezvoltate si extinse si la cazul dinamic.

In sfarsit, in lucrarea [83] se considera un strat de fluid vascos separat de o placa elas-
tica, subtire, stratificata in 3D. Parametrul mic al problemei, ¢, se defineste ca raportul
dintre grosimea placii si cea a unuia dintre cele doua straturi de fluid. Se presupune ca
modulul lui Young este de ordinul e~3, in timp ce vascozitatea fluidului si densitatile fluidu-
lui si placii elastice sunt de ordinul unitatii. Se prezinta analiza variationala i asimptotica
a modelului considerat. Se analizeaza problema limita, care contine o conditie la limita

ne-standard pentru ecuatiile Stokes.



In incheierea prezentarii rezultatelor pe care le-am obtinut in activitatea mea de cerc-
etare, mentionez gi alte articole legate de anumite probleme aplicative concrete pentru care
am propus modele matematice. In perioada ianuarie-iunie 1995 am obtinut o bursa post-
doctorala la Universitatea Jean Monnet, Saint-Etienne, Franta la Laboratorul de analiza
numerica, condus de Prof. C. Carasso. Articolul [27] reprezinta modelul numeric pe care
l-am propus pentru simularea curgerii jetului de cerneala dintr-o imprimanta. Articolele
[76], [77] au fost elaborate in cadrul proiectului national CERES 4-96/2004, la care am fost
coordonator din parta Institutului de Matematica ”Simion Stoilow” al Academiei Romane,
proiect in colaborare cu Institutul de Metalurgie. Ele prezinta un model matematic ce de-
scrie comportarea hidrodinamica a piliturii topite in zona meniscului, atunci cand suprafata

care se solidifica este considerata fie rigida, fie ca avand caracteristici de mediu elastic.

Trasatura comuna a lucrarilor mele este reprezentata de propunerea sau identificarea de
modele matematice care sa descrie cat mai exact posibil fenomene fizice concrete, urmata
de analiza acestor modele. Cu cat este mai complex fenomenul considerat, cu atat este mai
complicat modelul matematic asociat si cu atat mai dificil studiul acestuia. De aceea, in
general, avem de a face cu probleme neliniare sau/si cuplate pentru care furnizam informatii
calitative folosind instrumente matematice ca: formulari variationale, probleme de minim,
metode de tip strat limita, teoreme de punct fix, scufundari compacte, estimari a priori,
probleme penalizate, etc.

Rezultatele incluse in aceasta lucrare au fost obtinute singura sau in colaborare cu
profesori gi cercetatori din strainatate gi din tara, asa cum se poate vedea din lista de
lucrari prezentata. Sunt mai multe nume ale colaboratorilor mei care ar trebui mentionate
aici, dar ma voi opri la doua dintre acestea, care au marcat in mod hotarator evolutia mea
profesionala. Este vorba despre conducatorul tezei mele de doctorat, regretatul Profesor dr.
Horia I. Ene, si Profesor dr. Grigory P. Panasenko. Intalnirea cu primul m-a ajutat sa-mi
incep cariera la Sectia de Matematica a INCREST, pozitie ravnita de orice tanar absolvent
al Facultatii de Matematica din acele timpuri. Sansa de a lucra cu cel de-al doilea, unul
dintre cei mai mari specialigti la nivel mondial in domeniul metodelor asimptotice, mi-a
deschis interesul spre acest domeniu de cercetare al matematicii i mi-a permis stabilirea

unei lungi relatii de colaborare, care a inceput in urma cu 18 ani si s-a concretizat in
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elaborarea a 21 de lucrari, dintre care 18 deja publicate.
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