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Aceastd tezd de abilitare este dedicatd studiului unor clase de ecuatii cu derivate partiale de tip
neliniar. O ecuatie cu derivate partiale este o relatie ce contine derivatele partiale ale unei functii
necunoscute de cel putin 2 variabile independente. Studiul ecuatiilor cu derivate partiale provine
din secolul al optsprezecelea si reprezinti rezultatul analizei analitice a numeroase modele fizice (a se
vedea lucrdrile lui Leonhard Euler, Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, Joseph-Louis Lagrange, Gaspard
Monge, Pierre-Simon Laplace, Augustin-Louis Cauchy, Carl Gustav Jacob Jacobi, William Rowan
Hamilton). De la mijlocul secolului al noudsprezecelea (a se vedea, de exemplu, lucririle lui Georg
Friedrich Bernhard Riemann, Henri Poincaré, David Hilbert), ecuatiile cu derivate partiale au devenit
un instrument esential in studierea unor probleme din anumite ramuri ale matematicii. Principalele
idei legate de aplicatiile ecuatiilor cu derivate partiale au fost initial expuse de Henri Poincaré in
lucrarea sa Sur les Equations auz Dérivés Partielles de la Physique Mathématique |20]. Degi originea
ecuatiilor cu derivate partiale neliniare este veche, investigarea acestor ecuatii a devenit un domeniu
independent ce a fost extins In multe directii de cercetare in a doua jumitate a secolului al dousizecilea.
Ecuatiile cu derivate partiale neliniare apar in problemele din chimie sau biologie, in formularea unor
legi fundamentale ale naturii, in diverse domenii ale fizicii, matematicii aplicate sau inginerie, precum
acustica, dinamica fluidelor, mecanica solidelor, optica neliniar4, fizica plasmei, teoria cAmpului cuantic.
Studiul ecuatiilor cu derivate partiale neliniare este o sarcini extrem de dificili deoarece nu existi o
metodad generald pentru rezolvarea unor astfel de ecuatii. Fiecare problem# sau ecuatie este unici
datorita “neliniaritatii” sale si de aceea trebuie ciutate permanent noi metode pentru a rezolva cel
putin o clasd de ecuatii cu derivate partiale neliniare. Pentru mai multe detalii privind istoria si

dezvoltarea studiului ecuatiilor cu derivate partiale amintim lucrarea lui H. Brezis & F. Browder 3]

Scopul principal al acestei teze de abilitare este de a prezenta gi a analiza diverse clase de ecuatii cu
derivate partiale neliniare, ce reflectd principalele contributii stiintifice ale autoarei obtinute in ultimii
ani dupd sustinerea tezei de doctorat [21] (in Septembrie 2012). Ne vom concentra atentia pe aspectele
teoretice legate de cateva clase de ecuatii cu derivate partiale cu scopul auxiliar de a sublinia proprietatile
importante ale solutiilor acestor ecuatii precum buna-definire, existenta sau non-existenta, unicitatea,
proprietétile calitative, comportamentul asimptotic al sirurilor de solutii pentru anumite clase de ecuatii
cu derivate partiale.

Aceastd tezd este Impartitd in patru capitole.

Capitolul 1 este intitulat “Probleme de valori proprii neliniare” in care vom studia citeva probleme

de valori proprii neliniare in domenii marginite sau nemérginte din spatiul Euclidian R . Operatorii
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diferentiali implicati in constructia problemelor de valori proprii analizate aici sunt: operatorul lui
Laplace, operatorul p-Laplacian, operatorul Laplacian fractional sau operatorul Baouendi-Grushin.
Acest capitol contine 5 sectiuni, fiecare dintre ele bazdndu-se pe un articol diferit si fiecare sectiune
descrie o problema diferits.

Sectiunea 1.1 se bazeaz& pe articolul [15]. Aici, o problem& de valori proprii atipici este analizats
intr-un domeniu margint din spatiul Euclidian R? cu o conditie Dirichlet omogen& pe frontiera domeni-
ului. Se aratd ca spectrul acestei probleme contine doud intervale distincte separate de un alt interval
unde nu se gaseste nici o altd valoare proprie a problemei.

Seciunea 1.2 se bazeaza pe articolul [6]. In aceast sectiune, o problemé& de valori proprii este
studiatd Intr-un domeniu maéarginit si neted cu conditie omogen# de tip Neumann pe frontierd. S-a
demonstrat cé aceasta problemé posed& o familie continu de valori proprii plus o altd valoare proprie
distincta izolata.

Sectiunea 1.3 se bazeazd pe articolul [14]. In aceasts sectiune, perturbam cu un operator p-Laplacian
problema de valori proprii a Laplacianului studiatd de Szulkin & Willem [24] si anume

~du= V(e ue DY) = O I,

unde 2 C RY (N > 3) este o multime deschisi si V : Q — [0, 00) este o pondere care poate avea puncte
singulare i satisface ipotezele

VelLl (Q), V=WV+V, W € LNYQ),

loc

lim |z|%Va(z) =0, lim |z — y|%,Va(z) = 0 pentru orice y € Q.
|z|ny =00 T=Y

Noua familie de probleme este —Au — A,u = AV(z)u cu p € (1, N) \ {2}, iar aceastd familie va fi

studiatd in contextul spatiilor de tip Orlicz-Sobolev pe multimi deschise generale din RN cu N > 3.

Analiza unor astfel de probleme conduce la caracterizarea completd a spectrului ca fiind un interval

deschis si nemérginit.

Sectiunea 1.4 se bazeaza pe articolul |7] si se preocup& cu determinarea existentei solutiilor netriviale
ale unei perturbéri a problemei clasice de valori proprii a operatorului (s,p)-Laplacian fractional si
anume (—Ap)%u = Alu|P~?u in Q, u = 0 in RV\Q, cu un operator (¢, q)-Laplacian fractional in partea
stangd a primei ecuatiei, atunci cand s,t € (0,1), p,q € (1,00) verifici s — N/p =t — N/qsi Q c RV
(N > 2) este un domeniu mérginit cu frontiera de tip Lipschitz. Solutiile netriviale ale problemei de
valori proprii perturbaté existd dacd si numai daci parametrul real A este strict mai mare decdt prima
valoare proprie a operatorului (s, p)-Laplacian fractional.

Sectiunea 1.5 se bazeazd pe articolul [17]. Vom ar#ta ci spectrul unui operator neomogen de tip
Baouendi-Grushin cu conditie Dirichlet omogend pe frontierd este exact intervalul (0,00). Acest lucru
este in contrast puternic cu situatia operatorul Baouendi-Grushin clasic al carui spectru constd intr-un
sir crescator si nemarginit de numere reale pozitive. In plus, pentru fiecare valoare proprie a operatorului

Baouendi-Grushin neomogen exista un sir de functii proprii corespunzitoare ce converge la zero.
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Rezultatele din Sectiunea 1.2 se regésesc si in teza [4], iar rezultatele din Sectiunea 1.4 sunt incluse

in teza [5].

Capitolul 2 intitulat “Comportamentul asimptotic al solutiilor unor clase de ecuatii cu derivate

partiale” contine 6 sectiuni, fiecare dintre ele discutind o problemé diferits.

Sectiunea 2.1 se bazeaza pe articolul [18] si este dedicatd studiului ecuatiei —Apu = Ae* In Q cu
conditie Dirichlet omogen& pe frontiers, unde  C RY (N > 2) este un domeniu mérginit cu frontiera
netedd. S-a demonstrat ca pentru orice numér real p > N, existd un numér real pozitiv A\*, ce nu
depinde de p, astfel incat pentru orice A € (0, \*), aceastd problemé posedd o solutie nenegativi w,,.
De asemenea, este analizat comportamentul asimptotic al girului {u,} cadnd p — oo si se arata ci sirul
{up} converge uniform la functia distanté la frontiera domeniului.

Sectiunea 2.2 se bazeazé pe articolul [8] unde este prezentatd familia de probleme de valori proprii

—Agpu = Au, In Q,
u =0, pe 09, (1)
lull L2y = 1,

unde Ay, este 2n-Laplacianul gi Q@ € RY (N > 2) este un domeniu mérginit cu frontiera neted. Legat
de aceastd familie de probleme @, s-a aratat ca girul corespunzétor functiilor proprii pozitive, asociate
celei mai mici valori proprii, converge uniform in domeniul nostru, cind n — oo, la functia distanti la
frontiersd normalizati in L2(£2).

Sectiunea 2.3 se bazeaza pe articolul [13|. Aici, este investigata existenta valorilor proprii principale
si a functiilor proprii principale corespunzétoare pentru un sistem cu doud ecuatii cu derivate partiale
ce implicd prezenta p-Laplacianului. Apoi, este studiat comportamentul asimptotic al girului functiilor
proprii principale cand p — 0o si se arata c&, eventual trecind la un subsir, acest sir converge uniform
la 0o anumita limitd ce este data de o pereche de functii continue. Mai mult, ecuatiile limit&, care au ca
solutii functiile limita, sunt identificate.

Sectiunea 2.4 se bazeaza pe articolul [11]. In aceasts sectiune, se analizeazd comportamentul asimp-
totic al girului {v,} al solutiilor nenegative, ce apartin unor spatii de tip Orlicz-Sobolev, ale unei clase
de probleme neomogene cu conditie Dirichlet omogené pe frontierd si se aratd ca {v,} converge uniform
in domeniul Q la functia distanti la frontierd, cind n — co.

Sectiunea 2.5 se bazeaza pe articolul [2]. Comportamentul asimptotic al sirului {u,} al primelor
functii proprii pozitive pentru probleme de valori proprii neomogene este studiat in contextul spatiilor
de tip Orlicz-Sobolev. Dupa extragerea unui subsir, am aritat ci u, — us uniform in domeniu cand
n — 0o, unde u este o solutie de viscozitate netriviald a unei ecuatii cu derivate partiale neliniara ce
implicd prezenta oo-Laplacianului, iar aceastd ecuatie va fi identificats.

Sectiunea 2.6 se bazeaza pe articolul [22] si aici se aratd c& sirul {u,} al solutiilor unei clase de
probleme neomogene converge uniform in domeniul Q la o functie co-armonici ce satisface conditia

Dirichlet prescrisd pe frontierd, atunci cand n — oo.
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Rezultatele din Sectiunea 2.2 sunt incluse in teza [5] in timp ce rezultatele din Sectiunea 2.4 se
regéisesc in teza [10].

Capitolul 3 intitulat “Probleme de tip torsional creep” este dedicat analizei unor probleme care
sunt relationate cu fenomenul de tip “torsional creep”, care reprezintd deformarea plasticd permanenta
a unei material atunci cind acesta este supus unui moment de torsiune pentru o perioada extinsa de
timp si la temperaturd suficient de ridicata.

Sectiunea 3.1 se bazeazd pe articolul [23]. In aceastd sectiune, se studiazd comportamentul asimp-
totic al unui sir de solutii pozitive ale unei familii de probleme de tip torsional creep ce implicd prezenta
unor operatori diferentiali anizotropici cu cregtere rapida. Se araté ci sirul de solutii converge uniform
in domeniu la o anumita functie distantd la frontiera domeniului ce este definitd in concordantd cu
anizotropia problemei analizate.

Sectiunea 3.2 se bazeazd pe articolul [16]. Aici, se investigeazd comportamentul asimptotic al
solutiilor unei familii de probleme de tip torsional creep ce implica prezenta unui operator p-Laplacian
de tip Grushin. Aceste rezultate completeazd unele lucrdri anterioare pe acest subiect ale lui L. E.
Payne & G. A. Philippin [19], B. Kawohl [12] i T. Bhattacharya, E. DiBenedetto, & J. Manfredi [1].

Sectiunea 3.3 se bazeazd pe articolul [9]. Acestd sectiune se preocupé cu studiul comportamentului
asimptotic al solutiilor unei familii de probleme cu conditie pe frontieréd ce implicd prezenta unui oper-
ator diferential in forma divergentd pe un domeniu echipat cu o metrica Finsler. Se arata c& solutiile
converg uniform la functia distanti la frontiera domeniului, ce ia in considerare norma Finsler prezenta
in ecuatie. Acest lucru implicé faptul c& un rezultat cunoscut din analiza problemelor ce modeleaza

fenomene de tip torsional creep continud s fie adevéarat in acest context mai general.

Rezultatele prezentate in Sectiunea 3.3 sunt incluse si in teza [5).

Ultimul capitol al acestei teze este intitulat “Comentarii finale si directii viitoare de cercetare” si
prezinta céteva idei legate de studiul unor probleme deschise pornind de la cele investigate in primele
trei capitole ale acestei teze. De asemenea, sunt prezentate si planuri viitoare privind evolutia carierei
profesionale gi stiintifice a candidatei, atit din punctul de vedere al cercetérii cat si din punctul de
vedere al didacticii.
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